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Placa A ⊂ R2 com densidade ϕ(x, y) e massa µ =
∫∫

A
ϕ.

Definição Momento Mx=x0
da placa em relação à reta x = x0

Mx=x0
=

∫∫
A

(x − x0)ϕ(x, y) dy dx.

Momento My=y0
da placa em relação à reta y = y0

My=y0
=

∫∫
A

(y − y0)ϕ(x, y) dy dx.

Definição O centro de massa (x̄, ȳ) da placa é o ponto que satisfaz

Mx=x̄ = 0 = My=ȳ

Placa A ⊂ R2 com densidade ϕ(x, y) e massa µ =
∫∫

A
ϕ.

Definição O centro de massa (x̄, ȳ) da placa é o ponto que satisfaz

Mx=x̄ = 0 My=ȳ = 0

ou seja ∫∫
A

(x − x̄)ϕ(x, y) dy dx = 0

∫∫
A

(y − ȳ)ϕ(x, y) dy dx = 0.

Teorema 1. O centro de massa (x̄, ȳ) da placa é o ponto que satisfaz

Mx=0 = µx̄ e My=0 = µȳ.

Exerćıcio Calcule o centro de massa da parte do disco de centro na origem e raio 1 que
está no primeiro quadrante, com densidade constante ϕ(x, y) = 1. A = {(x, y) : |(x, y)| ≤

1, x ≥ 0, y ≥ 0} Massa: µ =

∫∫
A

1 =
π

4
Momento em relação ao eixo dos yy:

Mx=0 =

∫
1

0

∫ √
1−x2

0

x dy dx
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Em coordenadas polares: A = {(r, θ) : 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ π/2} Momento em relação ao
eixo dos yy:

Mx=0 =

∫ π/2

0

∫
1

0

r cos θr dr dθ =

∫ π/2

0

1

3
cos θ dθ =

1

3

x̄ =
Mx=0

µ
=

4

3π
.

My=0 =
1

3
ȳ =

My=0

µ
=

4

3π

Sólido A ⊂ R3 com densidade ϕ(x, y, z) e massa µ =
∫∫∫

A
ϕ.

Definição O centro de massa (x̄, ȳ, z̄) do sólido é o ponto que satisfaz

Mx=0 = µx̄ My=0 = µȳ e Mz=0 = µz̄

onde

Mx=x0
=

∫∫∫
A

(x − x0)ϕ(x, y, z) dz dy dx

My=y0
=

∫∫∫
A

(y − y0)ϕ(x, y, z) dz dy dx

Mz=z0
=

∫∫∫
A

(z − z0)ϕ(x, y, z) dz dy dx

ou, o que é equivalente, (x̄, ȳ, z̄) satisfaz

Mx=x̄ = 0 My=ȳ = 0 Mz=z̄ = 0.

Exerćıcio Calcule o centro de massa da parte da esfera de centro na origem e raio 1 que está
no primeiro octante, com densidade constante f(x, y, z) = 1. A = {(x, y, z) : |(x, y, z)| ≤
1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0}
em coordenadas esféricas:
A∗ = {(ρ, θ, ϕ) : 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ π/2, 0 ≤ θ ≤ π/2}

Massa: µ =

∫∫∫
A

1 =
1

8

4π

3
=

π

6

Mz=0 =

∫∫∫
A

z dz dy dx =

∫∫∫
A∗

(ρ cos ϕ)(ρ2 sen ϕ) dρ dϕ dθ

Mz=0 =

∫ π/2

0

∫ π/2

0

∫
1

0

ρ3 cos ϕ sen ϕ dρ dϕ dθ =
π

16

z̄ =
Mz=0

µ
=

3

8
.

x̄ =
3

8
ȳ =

3

8


