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Definicao A parametrizacdo X (t,u) de uma superficie S é injetiva em R C R?® se para
(t,u) e (s,v) ER
() # (s,0) = X(tu)#X(s,0)
Se S C R3 for uma superficie com uma parametrizacao que é injetiva exceto em um nimero
finito de curvas derivaveis entao X é chamada uma parametrizacao regular de S.

Exemplo 1 - Esfera A esfera S? de centro na origem raio 1 é parametrizada pelas coorde-
nadas esféricas:
X (p,0) = (sen @ cosf, sen psen b, cos )

para (p,0) € R
R={(p,0) 0<p<7mel<0<2n}

X(1,0) = X(1,27) logo X nao é injetiva, mas X é uma parametrizagao regular da esfera.

Exemplo 2 - Paraboldide Superficie parametrizada por:
X(t,u) = (t,u, t* +u?)

para (t,u) € R*> X é injetiva, logo X é uma parametrizagao regular do paraboldide.

Produto vetorial e drea A, B vetores em R3
|A x B| = |A||B]|senf
|A x B| é a area do paralelogramo de vértices
(0,0,0), A, B, A+ B.
X (t,u) parametrizacao regular de uma superficie S, (t,u) € R C R

N(t,u) = %X(t,u) X %X(t,u)

é o vetor normal a superficie em um ponto regular (¢, u).

Definicao A drea da superficie S C R? com parametrizagao regular X (R) é

drea = [[ ao = [

0 0
aX(t,u) X %X(t,u) dt du
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Exemplo 1 - Esfera Parametrizacao regular da esfera S de centro na origem raio p > 0:
X(p,0) = (psenpcosf, psen psenf, pcosy)

para (p,0) € R ={(p,0) 0 <o <me0<0<2m} Vetores tangentes a S em X (p,0):
%X(cp,@) = (pcospcosh, pcospsend, —psen p)

%X(gp,@) = (—psen psend, psen pcosh,0)

Normal N(p,0) = (p*sen? ¢ cos ), p* sen? p sen 0, p* cos @ sen )

IN(p,0)] = p*| sen | = p*sen ¢

2m g
Area:// \N((p,@)\d(pd@zpz/ dé / sen ¢ dy = 41p?
R 0 0

Exemplo 2 - Paraboléide P C R? Parametrizacao regular: X (t,u) = (t,u, f(t,u)) com
];(t, u) = t? 4 u?, g?ra (t,u) € R?* Vetores tangentes a P em X (¢, u):
E o - 0.4, 0) - (0,120
ou ’ 77 Qu it
Normal N(t,u) = (—%, —%, 1) = (—2t,—2u,1)

NG )| = () + () +1= VP T a7 +1

t
Area para f(t,u) < 2:

, 2 v2 137
Area:// |N(t,u)|dtdu:/ do / VAr2 + 1rdr = —
|(tu)|<v2 0 0 3

usando

V2 1 [ 12 4,]° 13
/ \/4r2+17‘dr:—/ udu == | WP = =
0 8/ 813 , 6

Superficie S que é o grafico de uma fungao z = f(x,y) Parametrizagao regular: X (¢,u) =
(t,u, f(t,u)), para (t,u) € R? Vetores tangentes a S em X (¢, u):

0 0 0
/ — X (t,u) = (0, 1,a—£)

E> ou
0 0 ) 2 P 2
N(t,u) = (_8_{’_8_£’ 1) IN(t,u)| = \/1 + (8_{> T+ ((‘75)

Area para (t,u) € R:

Area://R\N(t,uﬂdtdu://R\/1—1-(%—{)2+(%)2dtdu

)
X (tu) = (1,0,

Normal
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Superficie S definida implicitamente por g(x,y, z) = 0 Se %(m, y,z) # 0entdo g(x,y, f(x,y)) =
2

0 com

of _ —0g/0x  Of _ —0g/0y
or  0g/0z oy  0g/0z

Area:// \/1—1—(%) —i—(g—i) dx dy
R

\ 09)02)* + (99/0y)* + (99/02)?
Area = // B9/07 dx dy

Area para (z,y) € R:

ou seja

X (t,u) parametrizagiao regular de uma superficie S, (t,u) € R C R2 Vetor normal &
superficie
N _ 9 X 0 X
(tv u) - E <t7u) X % (t7u>

f(z,y, z) funcao seccionalmente continua f: R* — R

Definicao A integral de f sobre a superficie S C R? é

J[1a0= |[ sexiew)

Caso particular: para f(z,y,z) =1

//fda—AreadeS

Exemplo 3 S ={(z,y,2): z=2"+ye0<x<le —1<y<1}
Calcule [y ¢ do para ¢(z,y, z) = .
Séograficode z = f(z,y) =2>+y, R={(z,y) e R?: 0<z<le —1<y<1}

IN(z,1)| - \/1+ (gf) ; (g_;) v

0 0
aX(t,u)X% (t,u)| dt du

11
//apdaz/ xv2+4x2d:rdy:/ / V2 + 4x? dx dy
S R -1Jo

63/2 _ 23/2
12

63/2 _23/2
// pdo = ———
S 6

1
/ V2 +4r?dx =
0
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Exemplo 3 S ={(z,y,2): z2=2>+ye0<x<le —1<y<1}
S é o grafico de z = f(x,y) = 2> +y
Parametrizacao regular: X (z,y) = (z,y, f(z,y)) = (2,9, 2% + ¥),
para) <z <le—-1<y<1 Vetores tangentes a S em X(z,y):

0 0 0 0
X @) = (L0.51) = (1L0.20) £ X(ny) =01 F) = 01,1
Normal 5 5
NGy = (-5E -2 1) = (-0, -20.)

Outra parametrizagao regular: Y (t,u) = X(u,t) = (u,t,u® +1t),
para0§~t§1e—1§u§1
Normal N que aponta para o outro lado de S:

N(t,u) = —N(u,t)

Definicao Uma superficie S C R3 é orientdvel se a normal unitéria for uma funcao continua
bem definida sobre todo S isto é, se estiverem bem definidos os dois lados de S.

X (t,u) parametrizacao regular de uma superficie orientdvel S, (t,u) € R C R? com
normal:

Nt u) = L x0u) x LX)

ot ou
N(t
Vetor unitdrio normal a superficie: M
[N (t,u)]
n(t,u) vetor unitario normal a S para fora n(t,u) = im.

F(x,y,z) campo de vetores F' : R® — R3
Definicao A integral de F sobre a superficie S C R? é

—X(t,u) x %X(t,u) dt du

//SF~nda://RF(X(t,u))-n 0

ot

Se N(t,u) apontar para fora de S entao
0 0
//SF-nda— //R F(X(t,u)- (EX(t,u) « %X(t,u)) dt du

Exemplo 4 - Esfera de raio 1
X (p,0) = (sen @ cosf, sen psen b, cos )
para (¢,0) € R ={(v,0) 0 < p <me0<0<2r} Normal
N(p,0) = (sen® ¢ cos B, sen? psen 0, cos psen ) = sen pX (i, 0)

F(z,y,2) = (z,9,0)
//SF.nda://RF(X(%Q)).N(%@M@M
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27 T
//F-ndaz/ / selrlggpalgpalé?:8—7T
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Exemplo 5 - Paraboldide P, z = x? + y? parametrizacao
X(w,y) = (2,9, f(x,y)  flo,y) =2 +y’

N(z,y) = (1,0,2z) x (0,1,2y) = (—2z, —2y,1)
¢ a normal que aponta para dentro de P.

Exercicio Calcule a integral de F'(z,y, z) = (y, —x, 2%) sobre o paraboldide, para 0 < z < 1
segundo a normal orientada para fora. R = {(z,y): |[(z,y)| <1} e F(X(z,y)) - N(z,y) =

(@* +y?)?
//PF.nda: —//RF(X((Ly)).N(x’y)dxdy

em coordenadas polares:

2 1 T
//F-nda:—/ / rirdrdd = —=
P o Jo 3



