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2-D

Teorema 1 (de Green). A C R? regido delimitada por wm caminho fechado C,
C' seccionalmente C1, parametrizado no sentido anti-hordrio, p,q : A — R de classe C*,

entao 5 5
_ 9q _9p
/dex+qdy—//A (855 8y) dydx
/F://rothydx
c A
//

2-D
U abertoem R? F:U — R? F(x,y) = (p(z,y),q(x,y))

Rotacional de F

ou seja

oq Op
rot F'(x,y) = D1q— Dop = — — —
(z,y) 19 2P or oy
O rotacional de um campo de vetores em R? é uma funcao

//
Uabertoem R® F:U — R® F(x,y,2) = (fi(z,y,2), folz,y, 2), f3(x,y,2))
Rotacional de F
rot F'(z,y, 2) = (Da2fs — D3 fo, D3 fi — D1 fs, Difo — D2 f1)
rot F(x,y,2) = <% — %,% — %’% - %>
oy 0z 0z Ox Oxr 0Oy

O rotacional de um campo de vetores em R3 é um campo de vetores

Teorema 2 (de Stokes). A C R? aberto, F': A — R? de classe C*,
S C A superficie reqular, seccionalmente C* e orientdvel,

S delimitada por um caminho fechado C,

C seccionalmente C*, com S a esquerda de C, entdo

/F://rotF-nda
C S
1
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Porque?
e Parametrizo S = X(B), C' = X(0B), BC R* n=(0,0,1).
e rot F'-n= % — %
or Oy

Exemplo 1 F(x,y, z) = (ye®, ze*, xye?)
rot F(x,y,2) =V x F = (Dafs — Dsfy, Dsf1 — D1 f3, D1 fo — Daf1)
rot F'(x,y, z) = (ve® — xe*, ye* — ye® e* —e*) = (0,0,0)

Conclusao Se C' for uma curva fechada simples que delimita uma superficie regular orien-

tavel S entao
/ F=0
c

Exemplo 2 L C R3 o cilindro 22 +¢y?> =1, PCR3}oplanoz+y+ 2z =1,
C = L NP com a projecao sobre o plano xy orientada no sentido anti-horério.
Calcule:

/ —yddr + 2P dy — 2P dz = / F com Fl(x,y,z2) = (—y’ 2* —2%
o c

C' delimita a superficie S = {(x y,2): z=1—z—yel(r,y)| <1}
rot F' = (0,0, 32 + 3y?) (1,1,1)

/ //rotF nda—// 32% + 3y dy dx
[(z,y)[<1
27 1
/F:/ / 37‘27"d7"d9:3—7T
c o Jo 2

Exemplo 3 S; e Sy superficies delimitadas por uma curva C, em lados opostos de C.

Entao
// rotF-n:—// rot F' - n.
Sl SQ

Exemplo 2 L C R3 o cilindro 22 +¢y?> =1, PCR3}oplanoz+y+ 2z =1,
S:{(x,y,z) Zzl_x_yeruy)‘ Sl}

Calculamos:
//rotF-nda: 3—7T
s 2

Logo, para

L+ C R3 parte do cilindro £ com z > 1 —z — y e
L~ C R? parte do cilindro £ com 2 <1 — 2 —

// rot I - nda——— // rot I - nda——
£+ -
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Exemplo 4 ST hemisfério |(z,y,2)| =1, 2 >0
S~ hemisfério |(z,y,2)| =1, 2 <0,
St e S~ delimitadas pela curva C z = 0, 2% + y? = 1,
St e S~em lados opostos de C,
B bola |(z,y, 2)] <1, S esfera |(x,y, z)| = 1.

Teorema de Gauss:
// rot F'-ndo = /// divrot F'dx dy dz
s B
Teorema de Stokes:

//rotF~nda:// rotF-nda—i—// rotF-ndaz/F—/FzO
S S+ - c c

Exercicio

mas..

div(rot F') =0

Teorema 3 (coroldrio do teorema de Stokes). U C R? aberto, F: U — R? de classe C*,
S C U superficie reqular, seccionalmente C' e orientdvel, P € S

C, C R3 intersseccao da esfera de centro P e raio r com S,

que delimita uma superficie de darea A(r),

n= vetor unitdrio normal a S em P, entdo

rotF(P)-n:lii%Agr) /TF

Interpretacao O rotacional de F' em P é a rotacao média de F por unidade de area em
torno de P.



