Matematica IT — 2008 — exame — época de recurso — Duragao 3h
RESPONDA AS PERGUNTAS NA PROPRIA FOLHA — Use o verso como rascunho

GABARITO

Primeira parte (10 valores) — Para cada uma das perguntas desta parte marque com um X apenas uma
alternativa, a que considere mais correcta e completa. Para estas perguntas, trés respostas erradas
anulam uma resposta correcta. Todas as perguntas desta parte tém o mesmo valor.

1) Seja C(t) a curva C(t) = (t%,t%), t € R. Entao:

C(t) nao tem pontos regulares.
C(0) nao é um ponto regular da curva. certa

uma parametrizagdo da reta tangente & curva C(t) no ponto C(0) é dada por A(s) = (2 + 5,2 — s),
s € R.

uma parametrizacio da reta tangente a curva C(t) no ponto C(0) é dada por A(s) = (2s,3s?), s € R.

0 o

2) A curva dada em coordenadas polares (p,6) por r = send, 6 € [0, 27| representa

um segmento de reta horizontal.
um segmento de reta vertical.

uma circunferéncia com centro em (1/2,0).

0oon

uma circunferéncia com centro em (0,1/2). certa

3) Quais das expressoes a seguir definem fungdes harmonicas?

flx,y) =23y — xy®
g(z,y) = 2° — 3zy?
Ambas. certa

ARERERE

Nenhuma.

4) Qual dos pontos abaixo estd no plano tangente em (y/7/3, —/7/3,/7/3) & superficie
{(2,y,2) € R®: cos(z® + y* + 2°) = 1/2}? pergunta anulada, nenhuma alternativa certa.

0oono

5) Seja f: R? — R uma fungao derivavel com derivada continua com Vf(1,1) = (v/2,1/3). Entdo pode-se
concluir que:

A curva de nivel de f que passa por (1,1) é tangente & reta (1 +tv/3,1 — t\/2).
A funcdo g(z) = f(x,1) é crescente em z = 1.

Ambas as afirmagoes acima estao corretas. certa

0oon

Nenhuma das alternativas acima estd correta.



6) Seja (z,y) =5, 2= {(z,y) e R*: 2z €[-3,3], —a?<y<0}eV = [,p(z,y). Entao:

V=2 ffg (ff)ﬂ o(z,y) dy) dx. certa

V=0 (S5 ety de) ay (S ol de) dy.

Ambas as afirmagoes acima estao corretas.

oo d o

Nenhuma das alternativas acima esté correta.

7) Sejam g : R — R uma fungéo infinitamente derivével, r = /22 + y2 e

P = (220 20y) = (). falen)

0 0
Entao i = ﬁ
oy Ox
Entao a integral de F' entre dois pontos nao depende do caminho, desde que este nao passe pela origem.

Ambas as afirmagoes acima estdo corretas. certa

oo o

Nenhuma das alternativas acima estd correta.

8) A integral repetida
2 Vi—z?
/ V4 —y2dydr
o Jo

vale o mesmo que

— /02(4—y2)dycerta ] </02de)<0

O /02(4—y2)d:5 O (/021dx) (/dey>

0

Vi—22

Vi-y? dy)

9) Sejam A = {(z,y) e R?: 22 +y?<1}e¢: A— R dada por f(z,y) = cosz + sen’ y. Entdo:

O méximo de ¢ em A é atingido no interior de A.
O maximo de ¢ em A é atingido na fronteira de A. certa

O méximo de ¢ em A ndo ¢é atingido em A.

oogo

A funcdo ¢ néo tem maximo em A.
10) O plano tangente & superficie parametrizada por X (¢,6) = (tcos @, e?,#) no ponto X (0,7) = (0,1, ):

é perpendicular ao vetor (1,1,0). certa
é paralelo ao plano ex +y = 0.

contém o vetor (2,1,0).

oogo

a superficie ndo tem plano tangente neste ponto.
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11) Se X, = (z,4, z) for o centro de massa da regido delimitada pelo cone 3(z? + y?) = 22 com z > 0 e pela

esfera de centro na origem e raio 1, com densidade f(z,y, z) = z entéo:

2 /6 pl 2 pm/6 pl
/ / / pgsengpcoswdpdcpdﬁzzf / / p* cos? psen pdp dp df
o Jo 0 0o Jo 0
2 /6 pl 27 pm/6 pl
/ / / pt cos? psen @ dpdp df = 2/ / / p®sen g cos @ dp dp df certa
o Jo 0 o Jo 0
2w /6 pl 2 /6 pl
/ / / p4cos2<pdpd<pd9:2/ / / p° cos pdpdp df
o Jo 0 o Jo 0
2 /6 pl 2 /6 pl
/ / / pPcospdpdedd = 2/ / / pt cos? pdp dyp db
o Jo 0 o Jo 0

Segunda parte (10 valores) —Todas as perguntas desta parte tém o mesmo valor.

o o o O

12) Escreva a expressdo em coordenadas cilindricas da integral tripla que determina o volume delimitado pelo
hiperboléide 22 — 1 — 22 — y? = 0 e pelo plano z = —2.

P )

13) Encontre o valor maximo de f(z,y,2) = x —y + 2 na esfera {(z,y,2) : 22 +y? + 22 =4} e o(s) ponto(s)
em que o maximo é atingido.

Multiplicadores de Lagrange para g(r,y,z) = 22 +y* + 22 — 4

Vf(.’li,y,Z) = (17 _17 1) Vg(x,y,z) = (2$,2y, 22)

Os candidatos a pontos de maximo sao solucao de:

1=2\z
—1=2\y o 2
1= 9\ & rT=—-y=2z e x—:t%
22 +y?+22=4
o 2 2 2 .
ou seja sao os pontos =P com P = B TAB A Como f(P) =23 e f(—P) = — 5 entdo o valor

maximo é 2\/5, atingido em P.

2

14) Calcule a massa da parte da regido delimitada pelo cone 2% = 2% 4+ y? com z < 0 que fica dentro da esfera

22+ y? + 2% = 4, com densidade f(x,y,2) = —2.

27 ﬂ —r
massa = / / / —zrdzdrdf =27
0 0 Vi—r2

2m 2 ™
massa = / / / —p®cospsenpdf fdpdf = 27
0 Jo J3r/4

Em coordenadas cilindricas

Em coordenadas esféricas



15) Seja C o caminho que delimita o tridngulo T' de perimetro 3v/2 e de area v/3/2, formado pelos trés
segmentos de reta que ligam os pontos (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1) orientado neste sentido.
15.1) Parametrize a superficie T'.
X(t,s)=(t(1 —s),s,(1—s)(1—-1)) te[0,1] se]0,1]
outra parametrizagao

X(t,s)=(t, 8,1 —1t—35) 0<t<1 0<z<1l-—t

15.2) Encontre a normal unitdria n & superficie T' em cada um dos seus pontos.

A superficie esta contida no plano que passa pelos 3 pontos dados, e que é perpendicular a (1,1,1) = N.
11 1

V33 V3

15.3) Parametrize o caminho C'.

A normal unitaria é n = ( ) . Esta é a normal para a segunda parametrizagao

O caminho é dado por trés segmentos de reta:

Ci(t) = (£0,1—t)  Ci(t) =1 —t,t,0) Ci(t)=(0,1—t1t) telo,1]

16) Considere o caminho C' do exercicio 15) que delimita o tridngulo 7' de perfmetro 3v/2 e de drea v/3/2,
formado pelos trés segmentos de reta que ligam os pontos (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1) orientado no sentido
anti-hordrio e n a normal unitdria & superficie T'. Para F(x,y, z) = (y, 2, z) calcule

16.1) div F(x,y,z) e rot F(x,y, z).

div F(x,y,2) =0 rot F(x,y,2) = (—1,-1,-1)

16.2) / FdC.
C

Pelo Teorema de Stokes, / FdC = / / rot F' - ndo, logo basta resolver o proximo exercicio.
c T

16.3) // rot F' - ndo.
T

// 1rotF-nda=//(—1,—1,—1)-i(l,l,l)daz—\/g//1da=—\/§éureaudeT:—§
T T 3 T 2
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GABARITO

Primeira parte (10 valores) — Para cada uma das perguntas desta parte marque com um X apenas uma
alternativa, a que considere mais correcta e completa. Para estas perguntas, trés respostas erradas
anulam uma resposta correcta. Todas as perguntas desta parte tém o mesmo valor.

1) Seja C(t) a curva C(t) = (2¢',2¢7"), t € R. Entao:

C(t) nao tem pontos regulares.
C(0) nao é um ponto regular da curva.

uma parametrizagdo da reta tangente & curva C(t) no ponto C(0) é dada por A(s) = (2 + 5,2 — s),
s € R. certa

0 o

uma parametrizagao da reta tangente a curva C(t) no ponto C(0) é dada por A(s) = (2s,3s%), s € R.
2) A curva dada em coordenadas polares (p, ) por r = cosf, 6 € [0, 27| representa
um segmento de reta horizontal.

um segmento de reta vertical.

uma circunferéncia com centro em (1/2,0). certa

0oon

uma circunferéncia com centro em (0,1/2).

3) Quais das expressoes a seguir definem fungdes harmonicas?

O fla,y) =2° —ay?

1 g(z,y) = 2% — 32y? certa
] Ambas.

(] Nenhuma.

4) Qual dos pontos abaixo estd no plano tangente em (1/7/3,/7/3,/7/3) & superficie
{(2,y,2) € R®: cos(z® + y* + 2°) = 1/2}? pergunta anulada, nenhuma alternativa certa.

0oono

5) Seja f: R? — R uma fungao derivavel com derivada continua com Vf(1,1) = (v/2,1/3). Entdo pode-se
concluir que:

A curva de nivel de f que passa por (1,1) é tangente a reta (¢t + 3,0).
A funcdo g(z) = f(x,1) é crescente em = = 1. certa

Ambas as afirmagoes acima estao corretas.

0oon

Nenhuma das alternativas acima estéd correta. certa

A



6) Seja @(x,y) =5z, A= {(z,y) e R*: z€[-3,3], —2?<y<0}eV = [,p(z,y). Entao:

V= 2[83 (ff)ﬂ o(z,y) dy) dz.

V=0 (S5 ety de) ay (S ol de) dy.

Ambas as afirmagoes acima estao corretas. certa

oo d o

Nenhuma das alternativas acima esté correta.

7) Sejam g : R — R uma fungéo infinitamente derivével, r = /22 + y2 e

P = (220 20y) = (). falen)

Entao a integral de F sobre a circunferéncia de centro (0,0) e raio 1 é igual a zero.

. Oft _ 0fs
Entao by~ o

Ambas as afirmagoes acima estdo corretas.

oo oo

Nenhuma das alternativas acima esté correta.

8) A integral repetida
2 pVA—z?
/ / V4 —y2dydr
o Jo

vale 0 mesmo que

= /02(4—y2)dy certa ] </02de)<0

O /02(4—y2)d:5 O (/021d:c) (/WMdy>

Va—x?

Vi-y? dy)

0
9) Sejam A = {(z,y) e R?: 2?2 +y? <1} e ¢: A— R dada por f(z,y) = cosz — sen? y. Entao:

O méximo de ¢ em A é atingido no interior de A. certa
O maximo de ¢ em A é atingido na fronteira de A.

O maximo de ¢ em A nao é atingido em A.

IRERERN

A fungdo ¢ ndo tem maximo em A.
10) O plano tangente a superficie parametrizada por X (¢,6) = (tcos#,e?,0) no ponto X (1,7) = (—1,e,7):

é perpendicular ao vetor (1, 1,0).
é paralelo ao plano ex +y = 0.

contém o vetor (2,1,0).

oogo

a superficie ndo tem plano tangente neste ponto. certa
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11) Se X, = (z,4, z) for o centro de massa da regido delimitada pelo cone 3(z? + y?) = 22 com z > 0 e pela

esfera de centro na origem e raio 1, com densidade f(z,y, z) = z entéo:

2 /6 pl 2 /6 pl
/ / / p3sengocoscpdpdgod9:2/ / / p* cos® psen p dp dy db
2w /6 2r /6
/ / / p* cos® psenpdpdpdd = / / / p>sen g cos pdpdyp df certa
2w /6 2w /6
/ / / ptcos® pdpdydh = / / / p° cos pdpdp df
2w /6 2w /6
/ / / p3cosgodpdcpd9=2/ / / pt cos® o dpdy df
o Jo 0 o Jo 0

Segunda parte (10 valores) —Todas as perguntas desta parte tém o mesmo valor.

o o o 0

12) Escreva a expressdo em coordenadas cilindricas da integral tripla que determina o volume delimitado pelo
hiperboléide 22 — 1 — 22 — y? = 0 e pelo plano z = 2.

[ ( /f ([ _w) dr) @

13) Encontre o valor maximo de f(z,y) = x — y + 2 na esfera {(z,y,2) : 2% +y? + 2% = 2} e o(s) ponto(s)
em que o maximo é atingido.

Multiplicadores de Lagrange para g(,y, z) = 2% + y? + 22 — 2

vf(xvyaz) = (15_151) Vg('rvya'z): (2x,2y,2z)
Os candidatos a pontos de maximo sao solucao de:

1=2X\z
—1=2\y o - 2
1 =92z & r=—-Yy=z e T == 3

2+t +22=2
o 2 2 |2 i
ou seja sdo os pontos £P com P = 3 V3 V3 Como f(P) = v6 e f(—P) = —/6 entdo o valor
maximo é v/6, atingido em P.

2

14) Calcule a massa da parte da regido delimitada pelo cone 2% = 2% 4+ y? com z > 0 que fica dentro da esfera

22+ y? + 22 = 4, com densidade f(x,y,2) = z.

27 V2 Va—r2
massa = / / / zrdzdrdd =27
0 0 r
Em coordenadas esféricas

2n p2  pw/4 2 2 pm/4
massa = / / / 2p? cos p df f dp df :/ / / p2cospsenpdf fdpdf = 2r
o Jo Jo o Jo Jo

15) As perguntas restantes eram iguais em todos os exames.

Em coordenadas cilindricas



