MATEMATICA II 2008
FOLHA DE EXERCICIOS 3
DERIVADAS PARCIAIS E GRADIENTE

(1) Seja f(x,y,z) =z —e"seny e P = (In3,37/2,—3). Calcule
(a) a derivada direcional de f em P na diregao de (1,2,2),
(b) os valores méximo e o minimo da derivada direcional de f em P.
(2) Calcule a derivada direcional das fungées abaixo, nos pontos e diregoes indicados:
(a) In(z? + y*)¥? em P = (1,1) na direcdo de (2, 1)
(b) zy +yz + zz em P = (—1,1,7) na direcao de (3,4, —12)
(c) 42% + 9y* em P = (2,1) na diregao de méximo da derivada direcional.
(3) Para a distribui¢ao de temperatura em um plano dada por

f(z,y) =10 4+ 6 cosx cosy + 3 cos 2z + 4 cos 3y
encontre as direcoes em que o crescimento da temperatura é maximo e minimo no
ponto (7/3,7/3).
(4) Para a distribuicao de temperatura no espago dada por
flay,2)=(r+y)"+ [y +2)"+ (2 +2)°

encontre as direcoes em que o crescimento da temperatura é maximo e minimo no
ponto (2, —1,2). Calcule a derivada direcional de f neste ponto e nesta diregao.
(5) Sejam f uma fungao derivavel em um aberto U e P um ponto de U.
(a) Se A for um vetor unitario na direcao de V f(P) e com sentido oposto ao de
V f(P), quanto vale a derivada direcional de f em P na direcao de A?
(b) Se P for um ponto de maximo de f em U, ou seja, f(X) < f(P) para todo
X € U, mostre que Vf(P) = 0.
(6) Para g uma fungao de r = |(z,y, 2)| e f(x,y, 2) = g(r), mostre que

() -G () - (3)

(7) Para r = |[(z,y,2)| e f(z,y,2) = g(r), calcule V f(X) para cada uma das fungoes g
abaixo:

a) g(r)=1/r b) g(r) =r? c) glr)=1/r® d) g(r) = o

e) gtr)=Mml/r  f)g(r)=4/  g)g(r)=cosr
(8) Verifique que as fungdes abaixo sdo harmonicas:

(a) f(x,y) =In /22 +1y2 =Inr

(9) (a) Para f(x,y) = g(r) com r = /22 + y? verifique que
Ff  Pf _ dg  1ldg
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(b) Para f(z,y) = e verifique que
o*f 0°f 2
92 T EEh Af(@,y)(r" —1).
(c) Para f(x,y,z) = g(r) com r = \/x2 + y? + 22 verifique que
T PPy 2ds
ox2 Oy 022 dr?  rdr’
(10) Encontre todos os pontos criticos (e guarde seus resultados!) de:
a) 22 44xy—y* —8x—6y b) x+ysenx c) B’ +y*+ 22 d) (z+y)e ™ f) xy+xz

Q) t+y® b (w—y)t D) aseny  j)2P+2P—x  k)e @) [) e@ v +5%)
(11) Encontre o valor minimo de cada uma das fungoes do exercicio 10 e encontre todos
os pontos em que o valor da fungao é este minimo.

MINI-PROJETO
CONDICOES PARA QUE UMA FUNCAO SO DEPENDA DA DISTANCIA A ORIGEM

Seja S a esfera centrada na origem de raio 1. Demonstre as afirmacoes abaixo.

A) Para A e B dois vetores unitdrios, com A - B = 0 é sempre verdade que a curva
F(t) = (cost)A + (sent)B estd contida em S. Dica: calcule F(t) - F\(t).

B) Suponha que dois pontos distintos P e ) pertencam a S e considere a curva L(t) =
P+t(Q—P)com 0 <t<1. Se existir um ¢t € [0, 1] tal que L(t) = 0 entao t = 1/2
e P=—-Q.

C) Suponha que dois pontos distintos P e ) pertencam a S com P # —(. Encontre
uma curva C(t) contida em S ligando P a @ (ou seja, C(t) - C(t) =1 e C(t1) = P,
C(ty) = Q. Dica: divida L(t) do exercicio B pela sua norma.

D) Suponha que @ seja um vetor unitario seja P = —@. FEncontre uma curva C(t)
contida em S ligando P a (). Dica: h sempre algum vetor unitario perpendicular a
Q. Use o exercicio A.

E) Suponha que uma certa funcdo derivdvel f(x,y) satisfaca Vf(z,y) = c(z,y) em
todos os pontos (z,7) € R* com ¢ € R uma constante. Entdo f é constante na
circunferéncia de centro na origem em raio a > 0. Dica: calcule a derivada de
f(acost,asent).

F) Se f for uma funcdo deriviavel de n varidveis e se existir uma funcao h tal que
Vf(X) = h(X)X entao f é constante na esfera de centro na origem em raio a > 0.
Dica: calcule a derivada de f(C(t)) onde C é a curva do exercicio C ou do exercicio D.

G) Se g for uma fungao derivavel de uma varidvel cuja derivada nunca vale zero e se
f(X) = g(r) com r = | X| entdo se Vf(X) ¢ paralelo a X para todo X # 0. Dica:
paralelo a X quer dizer que é um multiplo de X por um escalar diferente de zero.
Como o escalar pode variar com X isto quer dizer que V f(X) = h(X)X.

Terminou os exercicios A a G? Parabéns, voce acaba de provar:

Teorema 1. Uma funcdao derivivel f(X) so depende da distaincia de X a origem se e
somente se V f(X) € paralelo a X sempre que V f(X) # 0.



