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Capitulo 1

Introducao, definicoes e
exemplos

A teoria de sistemas dinamicos discretos ou relacoes de recorréncia estuda
as imagens sucessivas de uma aplicacao F' : A — A. A aplicacao F é
chamada relacao de recorréncia ou processo iterativo ou sistema dinamico
discreto. Tratamos aqui apenas os casos em que A é um subconjunto de R".
Inicialmente estudaremos aplicacoes F' com inversa F 1.

Denotamos por F™ a composta de F' n vezes, isto é F™ = F' o F"~! com
a convencao de que FU é a aplicacdo identidade de A e F~" = (F~1)". A
orbita Op(z) de um ponto = € A é a sucessao (F™(x)) com m € Z, isto é

Op(x) = (..., F™x),..., F (), F(2),2, F(x), F*(x)..., F"(),...) .

Analogamente definimos a semi-érbita positiva Of () e a semi-érbita nega-
tiva, O (z) de um ponto x € A como as sucessoes

Of(x) = (F"(z))  Op(x) = (F™"(z)) meN.

Um ponto x € A é um ponto fixo da relagdo de recorréncia F quando
F(z) = z, isto é, Op(z) = {z}. Dizemos que um ponto z € A é um ponto
periédico da relagao de recorréncia I quando F*(z) = z para algum k € Z,
isto é, quando {F"(x)} é um conjunto finito. O periodo de = é o menor
k > 0 para o qual F*(z) = x. Observe-se que neste caso x é um ponto fixo
da relacdo de recorréncia F*.

Dada uma relacao de recorréncia, estamos interessados em descrever os
seus pontos periédicos (incluindo os pontos fixos). Para os demais pontos
queremos descrever a geometria das érbitas e o comportamento de F™(x)
quando n tende para 4oo.
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1.1 exemplo: transformacao linear em R

Para cada a € R — {0}, a fungao F, : R — R, F,(x) = ax define uma
relagao de recorréncia em R. Como O, (z) = (a™z) para n € Z, os pontos
fixos de F, s@o solugbes da equagdo F'(z) = o™z = z. Se |a| # 1 entdo o
Unico ponto fixo de F, é x = 0 e nao hé pontos periédicos de nenhum periodo
diferente de 1.

Se |a] < 1 entdo para qualquer ponto z € R, x # 0, a sucessao |a|"|z| =

|F"(x)| satisfaz

O [FX@)|=0 ¢ lim_|FI()| = oo
Neste caso 0 é o unico ponto de acumulagao de O, (z) e da érbita Op, ()
para qualquer valor de # € R. Para x # 0, a semi-6rbita O () nao tem
pontos de acumulacao.

Para |a| > 1, temos:

i |FA@)] =0 e lim [FI@)| = o,
e a origem ¢ o tnico ponto de acumulacao de Op, (z) e de O (x)

Se a = 1 entdo todos os pontos de R sdo pontos fixos (F, é a aplicagao
identidade). Para a = —1 86 a origem é um ponto fixo de F,, todos os demais
pontos de R sdo periédicos com perfodo 2 (pontos fixos da recorréncia F?2
que é a aplicacao identidade).

1.2 exemplo: teorema da contracao

Se existir K € R, 0 < K < 1 tal que Va,y € R" |F(z) — F(y)| < K|z — y|
entao dizemos que F': R® — R" é uma contracao.

Teorema 1.2.1 Se F' € uma contragao entao F tem um unico ponto fixo,
que € o unico ponto de acumulac¢ao de qualquer semi-orbita positiva de F'.

Demonstracao: Primeiro demonstraremos que todas as semi-érbitas
positivas tém um tnico ponto de acumulacao, verificando que para qualquer
x € R™ asucessao (F™(z)) é uma sucessao de Cauchy. A seguir verificaremos
que o limite desta sucessao é um ponto fixo de F' e por fim que o ponto fixo
¢ Unico.

Para verificar que (F(x)) é uma sucessao de Cauchy, é necessario estimar
|F™ i (z) — F™(x)| dados m,j € N e x € R". Como F™" (z) = F™(F(x)),
podemos calcular:

| (2) = F™ ()| = [F™(F(x)) — F™ (2)| < K™ F (2) — 2.
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Como K < 1 sabemos que lim,, .., K™ = 0 e por isso se obtivermos uma
estimativa de |F7(z) — x| que nao dependa de j poderemos concluir que
(F™(x)) é uma sucessao de Cauchy. Para isto observamos que

|Fi(x) — 2| < [F(x) = F'7 (@) + |[F'7(z) — 2
< K7 F(x) —a| + |[F7H(2) — 2
< KVTYF(2) — o] + K772 |F(2) — o] + [F77%(2) — 2|
< (K4 K4+ K24+ K+ 1) |F(a) — 2.

Podemos estimar o coeficiente de |F'(x) — x| usando a série geométrica: como
* o K"=1/(1-K) porque 0 < K < leentao (K/ '+ -+ K*+ K +1) <
1/(1 — K). Usando a primeira desigualdade, obtemos:

m

[F™(2) — P ()] < ———

|F () — x,

Sabendo que K™ /(1— K) tende para zero quando m tende para infinito e que
|F(x) — x| nao depende de m, concluimos que para qualquer z dado (F™(x))
é uma sucessao de Cauchy e por isso é convergente.

Se L é o limite da sucessao (F™(x)) entdao é facil calcular F(L). A
condicao de ser contracao garante que F' é continua e por isso a imagem
do limite de uma sucessao convergente ¢ o limite da imagem da sucessao,
isto é, F'(L) é o limite da sucessao

F(z), F*(z), F(z), F*(z), F°(2),... — F(L)
que converge para o mesmo limite que a sucessao

r, F(x), F*(x), F3(z), F*(2), F*(2),... — L
Assim vemos que F(L) = L, isto é, L é um ponto fixo.

Resta mostrar que o ponto fixo é inico. Se existissem dois pontos fixos, x;
e x9 entdo ele satisfariam |z — x| = |F(x1) — F(x2)| < K|21—x2| < |21 — 29/,
o que é um absurdo. O

O uso deste teorema em andlise numérica é conhecido como método iterativo
simples.

E facil ver que se GG é a inversa de uma contragao entao existe D € R,
D > 1 tal que Vz,y € R" |G(z) — G(y)| > D|x —y|. Neste caso dizemos que
G é uma dilatacao.
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1.3 exemplo: método de Newton

Dada uma funcao f : R — R, diferenciavel, uma maneira de calcular os
zeros de f é aplicar a relagao de recorréncia

F(z) =2 — J{i‘?)

Os pontos fixos de F' serao os zeros de f e o método converge sempre que F
estd bem definida e é uma contracao.

1.4 exemplo: discretizacao de uma equacao
diferencial

Se v : R®™ — R™ é um campo de vetores com fluxo associado ¢,(t,p)
podemos definir uma relagao de recorréncia estreitamente ligada ao fluxo (a
aplicagao tempo 1 de v) por F(p) = ¢,(1,p) desde que o fluxo ¢, esteja
sempre definido para t = 1. Se ¢, estiver definido para todo ¢t € R, entao
segue-se das propriedades dos fluxos que F"(p) = ¢,(n,p) para todo ponto
.

Os pontos de equilibrio da equagao diferencial sao sempre pontos fixos de
F| jé que se @, (t,p) = p para todo t entao em particular F'(p) = ¢,(1,p) = p.
Outros pontos fixos sao os valores iniciais em R™ que correspondem a solucoes
periédicas da equagao diferencial cujo periodo é 1/n para algum n € N.

A orbita de p pela relacao de recorréncia F' é sempre um subconjunto da
trajetoria de p pela equagao diferencial & = v(p), ja que F"(p) = p,(n,p), e
as imagens sucessivas de p por L estao ordenadas sobre a curva z(t) = ¢, (¢, p)
segundo a orientacao da trajetoéria.



Capitulo 2

Sistemas dinamicos lineares em

R2

Uma transformacao linear com inversa L : R” — R" é chamada um au-
tomorfismo linear de R™. Para comecar, estudaremos os automorfismos
lineares do plano:

2.1 automorfismo diagonalizavel

Seja L : R? — R? dado por uma matriz diagonal:

M 0 n n" 0
< 0 7 ) < 0 7" ) (2.1)

Para garantir que L tem inversa supomos que det(L) = ~; - 72 # 0.

Os dois eixos coordenados de R? (0s autoespagos V;, e V.,) sdo invariantes
por L . Em cada um destes espagos L ¢ a multiplicacao pelo ntimero real ;
e o comportamento de L em V.. é o descrito na secao 1.1. A drbita de um

ponto qualquer, (pi, p2) € R? é dada por Or(p1,p2) = ((VI'p1, Vop2)).

Suponhamos, por exemplo, que 0 < 73 < 7 < 1. Neste caso para
qualquer ponto (p;,ps) do plano

|L(p1,p2)| = [(71p1, v2p2)| < 72| |(p1, p2)| (2.2)

e L é uma contragao. Usando o teorema 1.2.1 concluimos que L tem um
tinico ponto fixo, que, como L é linear, é a origem de R%. Se p # 0 é um
ponto de R? entdao a semi-érbita positiva de p aproxima-se da origem e os
pontos da semi-6rbita negativa afastam-se de (0, 0).
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Como 71 e 72 sao positivos, podemos encontrar uma matriz diagonal D
tal que L é a aplicacao tempo 1 (ver exemplo ( 1.4)) da equagao # = Dz. De
fato, se tomarmos

S 51 0 51 :hl’)/l
D= ( 0 (52 ) com (52 :hl"}/g.

entao o fluxo associado a equacao © = Dx é dado por

ep(t, (p1,p2)) = ("' p1, € py)

e a aplicacao tempo 1 é dada por

In 2

©p(L, (p1,p2)) = (" p1,€”p2) = (€™ py, ™ 2po) = (vip1,Y2p2) = L(p1, p2)-

Para qualquer ponto p do plano, Op(p) esté contido na trajetéria da equacao
diferencial que passa por p, como na figura a seguir. Para cada valor de p
o automorfismo L transforma pontos de uma das curvas z(t) = ¢p(t,p) em
pontos da mesma curva, ja que Lz(t) = pp(t+1,p). Quando uma curva tem
esta propriedade dizemos que a curva é invariante por L.

V52 p Vy2 p
\. ( ./
Lp Lp
V51 = T~ Vyl
./'o ( o\.

Diagrama de fase de & = Dz e érbitas de L.

2.2 exemplo: autovalores negativos

Sempre que |y1| < |72] < 1 podemos usar a expressao ( 2.2) para mostrar

que L é uma contragao, mas nem sempre é possivel encontrar uma equacao

diferencial linear como acima para a qual L é a aplicacao tempo 1.
Suponha que L seja dado pela matriz:

¢= < 1/3 —1/2)
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E facil ver que se L fosse a aplicacdo tempo 1 de & = Dz entao os subespagos
invariantes por L e por D seriam os mesmos. Entdo D seria uma matriz dia-
gonal como acima, cada um dos semi-eixos horizontais seria uma trajetoria de
i = Dz e a origem seria um ponto de equilibrio. As imagens sucessivas por
L de cada ponto estariam sobre uma trajetéria da equagao diferencial. Como
duas trajetérias nao se cruzam, entao a érbita de um ponto do semi-plano
superior estaria contida neste semi-plano. Calculando imagens sucessivas do
ponto (1, 1) obtemos L(1,1) = (1/3,—-1/2), L*(1,1) = (1/9,1/4), L3(1,1) =
(1/27,—1/8) que oscilam entre o semi-plano supeiror e o semi-plano inferior
de R?. A trajetéria de (1,1) pela equagao diferencial teria que passar por
todos estes pontos, o que é impossivel se a trajetoria nao sair do semi-plano
superior.

. (1,1)

L(1,1)

Voltando ao caso geral em que L é diagonalizavel, na base em que L se
escreve como a matriz diagonal ( 2.1), a érbita (z,,y,) de um ponto (pi, p2)
de R? com p; # 0 e py # 0 satisfaz

n
Yn _ (2] In
D2 <71> P
e se |y1| < |72| entao quando n tende para +o0o a érbita se aproxima do eixo
y. Em geral numa base qualquer OF (p) se aproxima do autoespaco associado
ao autovalor de maior médulo, neste caso v,, desde que p nao pertenca ao
outro autoespaco que aqui é o associado a ;.

Analogamente se comecarmos com um ponto p fora do autoespago associ-
ado a 7, entdao quando n tende para infinito os pontos L~"(p) se aproximam
do autoespaco associado a y; que é o autovalor de menor médulo.

Como consequéncia obtemos:

Teorema 2.2.1 Suponha que L : R> — R? € um automorfismo linear com
autovalores reais distintos e considere a aplica¢io F : R*—{0} — R?*—{0}
dada por
_Lp

|L2p|

F(p)
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Para qualquer ponto de R?* — {0} a sucessdo (F™(p)) converge para um au-
tovetor de L com norma igual a 1.

Este resultado é conhecido em andlise numérica como método da poténcia
iterada.
Demonstracao: Consideremos a aplicagao

Lp

G(p) = @

J& vimos que as imagens sucessivas de um ponto p # 0 qualquer, L"(p)
aproximam-se sempre de um dos autoespacos de L. — se p estiver em algum
dos autoespacos a sua Orbita esta contida neste autoespaco, caso contréario a
orbita se aproxima do autoespaco associado ao autovalor de maior maédulo.
Cada um dos vetores G™(p) é paralelo a L"(p) e tem norma 1, de modo que se
a sucessao (G"(p)) convergir o seu limite serd um autovetor de L com norma
1.

No entanto esta sucessao nem sempre converge: se o autoespaco de que
a sucessao se aproxima corresponder a um autovalor negativo e se v for um
autovetor com norma 1 entao a sucessao se aproxima alternadamente de v e
de —v. Este problema é evitado se tomarmos apenas iteragoes pares de G(p),
ou, o que ¢ equivalente, se iterarmos a aplicacao F'. O

Em geral, se L é um automorfismo diagonalizavel do plano com autova-
lores 71 e 9, entdo L é uma contracao se e s6 se |y1| < le |y <1,e L é
uma dilatac@o se e s6 se |y1] > 1 e |2 > 1.

exemplos: a esquerda, contracao com —1 < 73 < 0 < 7 < 1; & direita
dilatagao com y; > vy, > 1.

Quando || < 1 < |y2|, em um dos autoespacgos L é uma contragao
e no outro uma dilatacao. Na base dos autovetores de L um ponto p =
(p1,p2) € R? tem 6rbita dada por O (p1,p2) = ((7{'p1,75p2))- Se p nao estd
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sobre os eixos, quando n cresce a primeira coordenada de L™(p) tende para
zero e a segunda para infinito — a semi-érbita positiva de p aproxima-se do
autoespaco associado a s, 0 autoespaco em que L é uma dilatagao e a forma
das orbitas é a indicada na figura abaixo.

Um automorfismo linear L cujos autovalores tém sempre médulo diferente
de 1 é chamado um automorfismo hiperbélico. Vimos que neste caso, se L é
diagonalizavel, entao existe um tnico ponto fixo e nao ha pontos periédicos.

Um automorfismo diagonalizavel que nao ¢é hiperbdlico pode ter mais pon-
tos fixos ou periddicos além da origem. Todo ponto no autoespago associado
ao autovalor 1 é um ponto fixo. Todos os pontos do autoespaco associado a
-1 sao periddicos de periodo 2, exceto a origem que é um ponto fixo.

2.3 representacao da multiplicacao complexa

Podemos identificar o plano R? com o conjunto C dos ntimeros complexos
através da aplicacao:

J:R? — C
(,y) — x+iy=JT(z,y).

Pensando em C como um espago vetorial de dimensao 2 sobre o o corpo
R, ¢é facil ver que J é um isomorfismo, com J~!(z) = (Re(z), Im(z)).

A multiplicagdo por um numero complexo w # 0 define uma trans-
formagao linear L, : C — C , L,(z) = wz, com inversa (L,)™' = Ly,
Usando a identificacdo acima, obtemos um automorfismo M, : R* — R?
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dado por M, (z,y) =J ‘o L,o0J isto é, paraw =a+ibcomae b€ R:

R? -7, C
(z,y) r+iy=J(xy)
Moip | | Lavay
R? -, C
(ax — by, bx + ay) ar — by + i(bx + ay)

O automorfismo M, 4 com a e b € R é representado na base usual de R?

pela matriz:
a —b
Ma-l—ib = ( b a ) (23)

Escrevendo a+ib em coordenadas polares, a+ib = p(cosf+isen f), a matriz
( 2.3) toma a forma:

Y, ‘ _ pcos —psen \ [ p O cosf) —senf

pleosOtisend) =\ hsen@  pcosf )\ 0 p ) \ send  cosd
(2.4)
Assim vemos que a multiplica¢ao pelo ntiimero complexo p(cos #+-i sen @) rep-
resenta no plano a rotagdo de um angulo ¢ (multiplicagao por cos € +isen6),
seguida da homotetia de razao p que é uma contragao ou uma dilatagao do
plano, conforme p seja maior ou menor que 1. Esta tltima aplicagao é um
miultiplo escalar da identidade de R? e por isso comuta com qualquer auto-
morfismo de R?. Em particular, M? o(cos 0-+isen 0) (2,y) = p*M(cos 20+ sen20) (T, Y,
ja que MéOSBJriseng) (2,Yy) = Micos20+isen20)(®,y) (rodar duas vezes de um

angulo 0 é o mesmo que rodar uma sé vez de um angulo 26) e por isso

M;L(cos 0+isen0) (:E? y) = pnM(COS nf+isennd) (l‘, y)

para qualquer n inteiro. Assim, para qualquer ponto (x,y) de R?, temos:

| Meosorisena(T,y)] = [(z,y)] (2.5)
‘ p(cos«9+zsen€ (.T,y)’ = pn|<x7y>| (26)

Se p > 1 entao Mp(cos p+isen) € uma dilatagdo. Os pontos My .. . icens) (x,y)
afastam-se da origem exponencialmente quando n — 400 e tendem para 0
quando n — —oo. O tnico ponto fixo é a origem e a orbita de qualquer
outro ponto esta contida numa espiral passando por este ponto.

Para p < 1 o automorfismo M (coso+isens) ¢ uma contracao. A origem
ainda é o tnico ponto fixo, mas a semi-érbita positiva de (z,y) # 0 por
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M y(cos6+isens) €spirala em diregao a origem e quando n — —oo 0s pontos

- . i
M Jcos 9+isen0) (z,y) afastam-se da origem exponencialmente.

N v

Se p = 1 entao todos os pontos de uma mesma érbita terao normas
iguais, por (2.6). Isto quer dizer que a érbita de (z,y) € R? esta contida na
circunferéncia de centro na origem que passa por (z,y). Cada uma dessas cir-
cunferéncias é rodada uniformemente pela aplicacao M osg1isens, que define
assim um automorfismo em cada uma daquelas circunferéncias. O estudo
detalhado deste automorfismo serd feito na secao 4.

Finalmente se L : R? — R? é um automorfismo cujos autovalores sao
a £ 1b com a e b reais entao sabemos que é possivel obter uma base de R?
na qual L é representado pela matriz (2.3) e temos uma descricao completa
das érbitas de L. Se escolhermos uma outra base para R?, as espirais serao
deformadas mas o seu comportamento assintético (a norma tender para 0 ou
oo quando n — +00) se mantém. No caso de p = |a+ib| = 1, uma mudanga
linear de coordenadas pode transformar as circunferéncias em elipses. O
comportamento das érbitas sobre cada elipse é o mesmo que sobre a circun-
feréncia original.



Capitulo 3

Sistemas dinamicos lineares em

Rn

Nos dois exemplos acima quando a norma dos autovalores é menor que 1,
obtemos um tnico ponto fixo que é ponto de acumulacao das érbitas de todos
os pontos do plano. O mesmo ocorre em R™:

Teorema 3.0.1 Se todos os autovalores de um automorfismo linear L :
R™ — R" tiverem norma menor que 1, entao lim,_,, L"(p) =0 Vp € R™.

Para demonstrar o Teorema 3.0.1 utilizaremos o seguinte resultado:

Lema 3.0.1 Seja L : R" — R™ um automorfismo linear. Se existirem ~y e
0 € R* tais que todos as raizes \ do polindmio caracteristico de L satizfazem
v < || <6, entao existe uma norma em R™ tal que:

Vp#0e€R"  ~[p| <|Lp| <d|pl.

Demonstracao do Lema: Basta demonstrar o lema para vetores p
cuja norma seja 1. Além disso se o lema for verdadeiro em dois subespagos
vetoriais L-invariantes Vj e Vo com V3 NV, = {0}, entao ele é verdadeiro em
Vi@ Vs, com a norma |z +y|* = |z[}, +|y|}, para z € V4, y € V5. Basta entéo
mostrar que o lema é vedadeiro em cada um dos autoespagos generalizados
de L.

A base da forma canodnica real de L pode ser modificada de maneira que
cada bloco elementar tome uma das formas abaixo, com £ > 0 arbitrario:

Aj 0 R; 0
e A\ el R, R < a; —b )
. .. ] .

S )‘j el Rj

13
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No primeiro caso, tem-se para |p| = 1

ILp|> = XN|pI*+* > pr+2XNe . pe_ips
E>2 E>2

< (A2 4+ pl + 20 le) S [Pk
k>2

= (A +e%) + 20N llel X Ipr-pal.

k>2

Tomando ¢ suficientemente pequeno para que

g2 + 2|\ le] maxz |pe_1pk| < 6% — )\?,
‘p‘:1 k>2

fica demonstrado que |Lp|*> < 6%|p|*>. A demonstragao dos outros casos é
inteiramente analoga. O

Demonstracao do Teorema 3.0.1: Como todos os autovalores de L
tém norma menor que 1, podemos escolher 6 € R com 0 < § < 1 de maneira
que J seja maior que todos os autovalores. Usando o Lema 3.0.1 e a lineari-
dade de L verifica-se que L é uma contracao. Usando o Teorema da contragao
(Teorema 1.2.1) obtemos o resultado. O

Como A € C ¢é autovalor de L se e s6 se 1/\ é autovalor de L™! segue-se
diretamente do Teorema 3.0.1:

Corolario 3.0.1 Se todos os autovalores de um automorfismo linear L :
R™ — R" tiverem norma maior que 1, entdo lim, ., o, L"(p) =0 Vp €

R".

Um automorfismo linear L cujos autovalores tém sempre médulo diferente
de 1 é chamado um automorfismo hiperbdlico.

Teorema 3.0.2 Se o automorfismo L : R" — R™ for hiperbdlico, entao
existem dois subespacos L invariantes de R™, W. e Wy com R" = W,.® Wy,
~1

e tais que L ¢ uma contragao e L‘ ¢ uma dilatacado, isto €, (L‘ >
Wd Wd

W,
¢ uma contracao, para alguma norma em R".

Demonstracao: Como L ¢ hiperbdlico, tomamos W, como a soma dos
autoespacos generalizados associados aos autovalores de L cujo médulo é
menor que 1 e W, como a soma dos autoespagos generalizados associados



Sistemas Dinamicos Discretos Lineares — 1.S.Labouriau 15

aos autovalores de L cujo médulo é maior que 1. O resultado segue-se apli-

cando o Lema 3.0.1 aL‘W, L‘W eaL*IW . O
c d d

Os espacos L-invariantes W. e W, sao chamados espaco de contracao e
espaco de dilatacao de L, respectivamente.

As ¢érbitas de um automorfismo de R"™ podem sempre ser descritas com-
parando-o a uma aplicacao tempo 1, como nos exemplos 1.4 e indiretamente
em 2.1 e 2.3.

Teorema 3.0.3 Dado um automorfismo linear L : R" — R", existem
sempre um automorfismo S : R* — R"™ e um operador linear T : R" —
R™ com as propriedades:

1. L = Sel.

2.L-S=S-LeS-T=T-85.

3. 8%=1.

4. Se todos os autovalores reais de L forem positivos entdo S = 1.

Demonstracao: Para encontrar um operador linear cuja exponencial é
o automorfismo dado, trabalhamos em cada um dos autoespacos generaliza-
dos e observamos que a exponencial de um bloco de Jordan é uma matriz
triangular com cujas as entradas abaixo da diagonal sao idénticas, como por
exemplo:

A0 0 A 0 0
J=]11 X\ 0 /= e e* 0
0 1 X Aer et

Alterando convenientemente a base de Jordan podemos escrever qualquer
automorfismo L como e’ sempre que os autovalores reais de L sao positivos.
Se o automorfismo tiver autovalores negativos, o bloco de Jordan, multipli-
cado por -1 serd a exponencial de uma matriz. O



Capitulo 4

Sistemas dinamicos no circulo

Sl

O automorfismo linear do plano que representa a multiplicagado por um
numero complexo com norma 1 corresponde a uma rotacao do plano, como
vimos em 2.3. Para estudar este exemplo em mais detalhe, bem como os
exemplos em dimensao mais alta, precisamos conhecer melhor a geometria

do circulo S*.

4.1 recobrimento de S!

Usaremos as seguintes descri¢oes alternativas (e equivalentes) da circun-

feréncia S!:

1. STCcR? S'={xeR?:|z| =1}

2. Carta (ou parametrizacao) de S' no intervalo [0, 1[, dada por: c¢ :
[0, 1[— R?, c(p) = (cos 2mp,sen 2mp), isto é, ¢(p) é a intersecgao de S*
com a semi-reta pela origem que faz um angulo 27p com o semi-eixo
positivo dos zz. A aplicacao c é injetiva, diferencidvel e sua imagem é

a circunferéncia S?.

3. Recobrimento de S por R dado pela aplicagao C : R — R?2, C(p)

(cos 2mp, sen 2mp), que é peridica de periodo 1, diferenciavel e cuja i-
magem ¢ a circunferéncia S'. A restricao de C a qualquer intervalo de

comprimento menor ou igual a 1 é injetiva.

4. O recobrimento C pode ser definido como a composta da carta ¢ com
a aplicacao m que a cada nimero associa a sua mantissa: m : R :—

16



Sistemas Dinamicos Discretos Lineares — 1.S.Labouriau 17

[0,1], m(p) = p — [p], onde [p] é o maior inteiro menor ou igual a p.

Temos que Vp € R, C(m(p)) = C(p).

5. A circunferéncia pode também ser identificada com o espago quociente
R/Z usando a relagao de equivaléncia definida por p ~ 6 <= p—0 € Z.
Isto faz sentido porque p ~ 0 <= m(p) = m(0) <= C(p) = C(0).

q

|o+B| |o+1-P|

Usando a carta de S* definida em 2, podemos definir uma nova nocao de
distancia d(p, q) entre dois pontos p e ¢ de S* como menor o angulo (medido
em radianos) entre as semi-retas pela origem por pe q. Se p = C(p) e g = C(0)

entao
d(p, q) = 2rmin {m(|p — 0[), m(|p+ 1 —0])}

isto é,

d(p,q) = 2 i ~ A}
(p.q) =2m  min {m(le— 0]}

q
q
d(p,a)=a 1
sena =1 [|p-q]|
. 2 2
0 o 0 a/2 . D S
[Ip-all
1
p
p

A nova nocio corresponde a medir a distancia ao longo de S!, ja que
d(p,q) é exatamente o comprimento do menor arco de circunferéncia entre
p e q. Por isto é sempre verdade que ||p — q|| < d(p, q) onde ||.|| é a norma
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usual em R? — o comprimento da secante é sempre menor que o do arco (ver
figura). Se d(p, q) = «, entao ||p—q|| = 2sen /2 < a. Por outro lado, é facil
ver (mas d& trabalho) que d(p, q) < 575[lp—ql| jd que [|p—q|| = 2sen /2 >
2Y2 oy para todo a € [0,7/2] (ver figura).

™

<
<
1
N
=
Nl
Q

y=2 sen a/2

/2 T

A relagao [|p — q|| < d(p,q) < 375llp — ¢| implica que a nova distancia

d e a norma euclideana [|.|| definem a mesma nogao de proximidade em S*:
uma sucessiao p, de pontos em S' converge para um ponto py € S! se e
s6 se limy, oo d(pn, po) = 0. Em outras palavras, d e ||.|| definem a mesma

topologia em S*.

4.2 sistema dinamico em S': rotacao

Podemos definir um sistema dindmico em S! através do recobrimento C —
se F': R — R é uma aplicagao tal que Vp ¢ R VM € Z dN € Z :
F(p+ M) = F(p) + N, entdo m(F(p)) s6 depende de m(p) e por isso C o
Foct define uma relagao de recorréncia em S1. Neste caso temos que
(m(F(p)))’ = m(F’(p)) para todos os valores de j € Z e de p € R e por isso
(C(F(p))) = C(F(p).

Como exemplo estudaremos a aplicacao induzida em S! pela translacao
F.(p) = a+ p com a € R. Esta recorréncia L, : S' — S! ¢ a rotagao de
um angulo 2am e F(p) = p + na. Consideraremos separadamente os casos
em que « é racional e irracional.
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Teorema 4.2.1 A aplicacio L, : St — St dada pela rotacao de um dngulo
2am tem drbitas periddicas de periodo q se e s6 se « =p/q comp eq €l e
mdc (p,q) = 1. Neste caso todas as drbitas sao periddicas de periodo q.

Demonstragao: Como a = p/q com p e q € Z, ¢ # 0 entéo Fz?/q(p) =
p+p ~ p para qualquer ponto p de R. Isto quer dizer que LZ /q ¢ a identidade,
isto é, que todos os pontos de S! sao periédicos, com periodo g.

Reciprocamente, suponhamos que existe algum p € [0, 1] tal que Fi(p) ~
p, 0 que acontece se e s6 se qu + p — p = qov € Z. Tomando p = qa € Z
podemos escrever o = p/ q€ Q. O

Teorema 4.2.2 Toda érbita da aplicacdo L, : S* — S' dada pela rotacao
de um dngulo 2am com o ¢ Q ¢ densa em S*.

Demonstragao: Se o ¢ Q entao, pelo teorema 4.2.1, L, nao tem orbitas
periédicas de nenhum periodo: quaisquer que sejam p € [0,1[e g € Z, ¢ # 0
temos m(F4(p)) # p. Queremos mostrar que dado p € [0, 1] todo ponto
em S* pode ser aproximado por pontos da érbita de ¢(p) por L,. Para isto
usaremos a distancia d que definimos na seccao 4.1.

Se fixarmos p € [0,1] e ¢ € Z, entdo os ¢ + 1 pontos no intervalo [0, 1[:

pym(Falp)), m(Fa(p)), ..., m(Fi(p)) (4.1)

sao todos distintos. Estes pontos nao aparecem necessariamente dispostos
pela ordem de iteragao de F.

Como os pontos (4.1) sao todos distintos, entdao pelo menos dois dentre
eles estao a uma distancia menor que 1/¢ — caso contréario a soma de suas
distancias seria maior que o comprimento do intervalo [0, 1[. Denotamos por
m(FI(p)) e m(F'(p)) dois destes pontos tais que

m(F(p)) —m(Fa(p)| < 1/q. (4.2)

Tomando 6 = m(FL(p)) e s = j — [, a expressdo (4.2) passa a ser
1
[m(Fa(6)) =m(O)] = m(0 + sa) =m(6)] < .

Isto quer dizer que dois termos sucessivos da sequéncia

m(0), m(F5(0)), m(Fg*(0)), m(Fy°(0)), .- (4.3)
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estao sempre a uma distancia menor que 1/q entre si. E claro que as imagens
por C dos pontos da sequéncia (4.3) pertencem todas a 6rbita Or_(C(p)).
Assim um ponto qualquer de S! estd sempre entre dois pontos sucessivos
da imagem por C da sequéncia (4.3) e por isso a uma distancia menor que
1/q de algum ponto de Or_(C(p)). O



Capitulo 5

Sistemas dinamicos no toro T2

Um automorfismo linear nao hoperbdlico com dois pares de autovalores com-
plexos com norma 1 define uma transformacao no toro T? = St x S!. Estu-
daremos o toro em mais detalhe, comegando pela sua geometria, e passando
a sistemas dinamicos no toro definidos por automorfismos lineares.

5.1 geometria do toro T?

Da mesma maneira que fizemos para S*, usaremos vérias descricoes equiva-
lentes do toro T? para estudar relacoes de recorréncia:

1. T2 C RY,
T2 — {($1,$2,$3,$4) S R4 : |($1,$2)| - |($3,$4)| — 1}

= {(z1,29,73,24) € R 1 25 + 25 = 23 + 2] = 1}.

2. Carta (ou parametrizagao) de T? no quadrado [0, 1[?, dada por:

v [07 1[2_> R4
~¥(p, 0) = (cos 2mp, sen 27 p, cos 270, sen 276).

Esta aplicagao é andloga a carta ¢ de S', definida em 2) na segao 4.1.
A carta v é injetiva, diferencidvel e sua imagem é o toro T? definido
em 1) acima.

3. Recobrimento de T? por R? dado pela aplicacao
P:R? — R!
P(p,8) = (cos 2mp, sen 27 p, cos 2mh, sen 276

21
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que é periédica de perfodo 1, diferencidvel e cuja imagem é o toro T2,
A restrigao de P a qualquer retangulo cujos lados tenham comprimento
menor ou igual a 1 é injetiva.

O recobrimento P pode ser definido como a composta da carta v com
a aplicacao:

I:R?:— [0,1[2

I(p,0) = (m(p), m(0))
onde m é a aplicagao que a cada niimero associa a sua mantissa, definida
na secao 4.1. Temos que V(p,0) € R?, P(Il(p,0)) = P(p,0).

. Analogamente ao que foi feito em 5) na segao 4.1, definimos em R? uma

relacao de equivaléncia médulo Z?: dois pontos ¢ = (p,0) e ¢ = (p, )
sdo equivalentes (o que denotamos por g ~ q) se eséseq—qe Z?
isto é, seesdse p~pef~ 0 onde ~ éa relacao de equivaléncia que
definimos na secao 4.1.

Do mesmo modo que em S*, temos que ¢ ~ ¢ <= Il(q) = 11(§) <

P(q) = P(qG). Assim, o toro pode também ser identificado com o espago
quociente R?/Z2.

De 1) é facil ver que T? = S x S C R™.

O toro pode também ser representado em R? como a superficie de revo-
lugao gerada pela rotagao em torno do eixo dos zz de uma circunferéncia
no semi-plano (z, z), z > 0.

Podemos definir uma nova nogao de distancia d(q, §) entre dois pontos ¢

e ¢ de T? usando o recobrimento v de T? e uma norma, ||.||, em R? como
fizemos na secdo 4.1 para a distancia d em S'. A nova distancia sera:

0(q,q) =27 - min —p|l}.
(¢,9) oy in - Allp =2}

Se P(po) = q e P(po) = q, entao

0(q;q) = 2m - min {||IL(po —po + M)][}.
€Z

A nova distancia ¢ corresponde a medir o comprimento da menor curva

sobre o toro que liga ¢ a ¢. Como no caso de S!, a distancia ¢ define a mesma
nocao de convergéncia em T2 que a restricao a T? da norma euclideana de

R*.
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5.2 exemplos usando a norma euclideana em
R2
L po = (0,0); Bo = (3, 3); (ver figura) 3(P(po)), P()) = || (3.3)] = %

2. po=(g,2); Po = (2,2); (ver figura)
(P (o)), P(Go)) = lIpo — (o — (1 D) = | (22, 22) + (1, 1) = 2.

0,1) 0,1)
4 * Bo;”
'S (0 p N
e | : o
— = (1.0) (1.0)
T B, e e
* P
[ ] [ ]

Nas figuras os pontos equivalentes a p, estao representados por um disco
azul e os equivalentes a py por um quadrado vermelho.

As retas horizontais e verticais do plano p x 6 dadas por # = constante
e p = constante sao transformadas por P em circunferéncias sobre o toro
que chamaremos paralelos e meridianos respectivamente. Podemos estudar
as imagens por P das demais retas do plano, como a reta de inclinagao 3/2
do desenho.

3/2 12

0 1/3 213 1

0 213 1 413 2

Teorema 5.2.1 A imagem por P de uma reta de inclinacdo racional é uma
curva fechada.
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Demonstragao: Seja y = (p/q)x a equagao da reta, com pe g € Z e
g > 0. Como a reta passa nos pontos (0,0) e (g, p) e como (q,p) pertence a
Z?, entao I1(q,p) = (0,0) e P transforma o segmento de reta y = (p/q)x com
x € [0, ¢] numa curva fechada em T?. Os segmentos de reta y = (p/q)z com
x € [kq, (k + 1)q|, para k € Z sao transformados na mesma curva fechada,
jd que (z, (p/q)z) = (m(z), (p/q)m(z)) = (x — kq, (p/q)(x — kq)). Logo, P
transforma a reta y = (p/q)z numa curva fechada em T?. A demostracao
para o caso de uma reta que nao passa pela origem ¢ inteiramente analoga.

Teorema 5.2.2 A imagem por P de uma reta de inclinagao irracional €
uma curva densa em T2.

Demonstragao: Seja y = az, a ¢ Q a equagao da reta (o caso y =
ax+ [ com 3 # 0 é andlogo). A reta y = ax intersecta o feixe de retas verti-
caisz = p+N com N € Z nos pontos (p+N, ap+alN) =~ (m(p), m(ap)). Pelo
Teorema 4.2.2 a imagem destes pontos por P é densa no meridiano. Como a
imagem da reta intersecta cada meridiano de T? num conjunto denso e como
todo ponto do toro pertence a algum meridiano, todo ponto de T? pode ser
aproximado por pontos da forma P(x,ax), z € R sobre o meridiano e por-
tanto a imagem da reta é densa no toro. O

5.3 automorfismos de Anosov em T2

Do mesmo modo que fizemos para S!, podemos definir recorréncias em T2
através do recobrimento P — se ' : R? — R? ¢ uma aplicacao que sempre
transforma p e p € R? com p ~ p em pontos equivalentes F(p) ~ F(p), entao
II(F(p)) s6 depende do valor de II(p). Neste caso, P o F oy~! define uma
relacao de recorréncia no toro.

No caso de F' ser uma transformagao linear, exigir que F(p) ~ F(p)
sempre que p ~ p é o mesmo que pedir que se p—p € Z2 entdao F(p)— F(p) =
F(p — p) € Z2, isto é, que F transforme Z? C R? em si mesmo. Isto
acontece se e s6 se a matriz de I na base usual de R? tiver entradas inteiras.
Estudaremos nesta se¢ao um caso especial de relagao de recorréncia induzida
em T? por uma transformacao linear do plano:

Definigao 5.3.1 Seja A uma matriz 2 X 2 tal que:

1. Todas as entradas de A sao inteiras
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2. det A ==+1

3. A define um automorfismo hiperbolico de R?, i.e., A ndio tem autova-
lores com modulo igual a 1

A recorréncia Ly : T? — T? induzida por A é chamada uwm automorfismo
de Anosov no toro.

Proposigao 5.3.1 Se a matriz A satisfaz as condi¢oes 1-3 da defini¢ao
5.8.1, entao:

1. A imagem de um paralelogramo por A é um paralelogramo de mesma
darea.

2. Os autovalores de A sao reais e distintos, um deles com maodulo maior
que 1 e outro com modulo menor que 1.

3. A tem inversa que satisfaz as condi¢oes 1-3 da defini¢ao 5.5.1.

Demonstragao:

1) A multiplicagdo por uma matriz transforma retas paralelas em retas
paralelas, logo a imagem de um paralelogramo serd um paralelogramo. A
area de um paralelogramo com vértices em (0,0), u = (uy, us) v = (v1,vq) €
u + v € R? é dada por |det(B)|, onde B é a matriz

B:(“l ”1>:(u,v).

Uz V2

O paralelogramo de lados Au e Av tera entao drea dada por |det(C)| onde
C = (Au, Av) = AB e a afirmagao segue-se da propriedade 2).

2) Suponhamos por absurdo que A tem um par de autovalores complexos
a + b com b # 0, isto é, que A é semelhante a matriz

a —b

b a
cujo determinante é a® + b* = |a £ ib|?>. Como matrizes semelhantes tém
sempre o mesmo determinante, pela hipétese 2 concluimos que |a 4 ib])*> = 1

o que contradiz a hipdtese 3. Portanto os autovalores de A sao sempre reais.
Se A tivesse um autovalor duplo A entao seria semelhante a uma das

matrizes:
A0 A1
0 A ou 0N
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Em qualquer dos casos det(A) = A\? = 1, o que novamente contradiz a
hipotese de hiperbolicidade.

Concluimos entao que A tem dois autovalores reais distintos, A; e Ay, com
|A\j| # 1, para j = 1,2. Assim A é semelhante a matriz diag(\;, \2), e por
isso det(A) = A\ Ay = £1, isto é, Ay = £1/\,.

3) A tem inversa porque det A # 0, e usando a regra de Cramer e o
fato de que det A = +1 segue-se imediatamente que as entradas de A~! sao
inteiras. A hiperbolicidade de A™! ¢é garantida por os autovalores de A1
serem o inverso multiplicativo dos de A. O

O resultado a seguir mostra que a propriedade 2) é essencial para garantir
a existéncia da inversa de Ly:

Proposicao 5.3.2 Se A € uma matriz com entradas inteiras e det(A) = £1
entao A induz uma aplicacio L, : T? — T2 que € inversivel.

Demonstracao: Para mostrar que L4 é injetiva basta verificar que se
Ap ~ (0,0) com p € [0,1[* entao p = (0,0). Suponhamos entdao que p =
(p1,p2) € [0,1]% e que Ap = (M4, M) € Z2. O paralelogramo com vértices
(0,0), p, (1,0) e p+(1,0) tem area |po| € [0,1]. Por outro lado, se A = (a;;)
entdo a imagem do paralelogramo tem area |Mjas; — Msaqi| € Z. Logo
|Miasy — Maaqr| = |pe| e portanto py serd inteiro, o que implica que ps = 0.
Para mostrar que p; = 0 consideramos o paralelogramo com vértices (0, 0),
p, (0,1) e p+ (0,1) e usamos o mesmo argumento.

Como consequéncia, a restricio de IT a imagem A[0, 1[> é inversivel, isto
é, niao ha pontos equivalentes entre si em A[0, 1[2. Por outro lado, A0, 1[?
é um paralelogramo com érea 1 e portanto II(A[0,1[*) C [0, 1[* tem &rea 1.
Logo TI(A[0,1[*) = [0, 1[* e por isso L4 é sobrejetiva. O

Denotamos os autovalores de A por A\j e A, onde [A\g| > 1e || < 1eos
autoespacos de A por W, e W,.

Teorema 5.3.1 Se a matriz A induz um automorfismo de Anosov em T?
entao as imagens P(W.) e P(Wy) sdo densas em T?.

Demonstracao: Os autoespacos W, e W, sao retas A-invariantes. Se
(M,N) € Z? for um ponto de coordenadas inteiras numa destas retas com
(M, N) # (0,0), entdo para qualquer n € Z os pontos A"(M, N) estarao so-
bre a mesma reta e terao coordenadas inteiras. Como isto contradiz o fato de
lim,, o A"(M,N) =0 em W, e lim,_,_ o, A"(M,N) = 0 em Wy, conclui-se
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que estas retas nunca passam por pontos de coordenadas inteiras que nao a
origem, e por isso que sao retas de inclinagao irracional. O

5.4 exemplo de automorfismo de Anosov

A matriz: A = ( 21 ) satisfaz as condicoes 1-3 da definicao 5.3.1:

11

1. Todas as entradas de A sio inteiras.
2. det A =1.

3. Os autovalores de A sao:
-3 5 -3 -5

Por isso A define um automorfismo hiperbélico de R?, i.e., A nio tem
autovalores com modulo igual a 1.

—1< A

Os autoespagos de A sao:

Wcz{u,y):y:%ﬁ} Wdz{u,y):y:%ﬁ}.

O tnico ponto fixo de L4 é a imagem, C(0,0), da origem de R?, j4 que
Az, y)T ~ (z,y)" se e s6 se existirem M e N € Z tais que:
2r+y = v+ M y = M—-N €Z
r+y = y+N xr = N €Z
ou seja, se e s6 se (x,y) ~ (0,0).
A imagem de [0, 1[*> por A e a sua projecao II (A ([0, 1[?)) estao represen-
tadas na figura abaixo.

2
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Em geral se L, é um automorfismo de Anosov no toro, a imagem da
origem por P é sempre um ponto fixo. Para encontrar pontos periédicos
consideramos os pontos de R? da forma (%, g), coma, eyeZ,v#0.

Como as entradas de A sao inteiras, o ponto A(%, %) também tem esta forma,

isto ¢, existem o' e 3" € Z, tais que A(%, g) = (%, %/) Como H(%’, %/) =

(0‘7//, %ﬂ), com 0 < o”, 3" < v, entao para cada valor de v fixo, hé exatamente

72 pontos da forma H(%’, %/) em [0,1[% Isto quer dizer que se ¢ = P(s, §)>
entao no conjunto {q,LAq, Liq,-- -,qu} hé pelo menos uma repeticao e

portanto que ¢ é um ponto periédico, com perfodo menor ou igual a 2.

Teorema 5.4.1 O conjunto dos pontos do toro cuja orbita por um automor-
fismo de Anosov € periédica é denso no toro.

Demonstragao: Basta observar que o conjunto
v

é denso em [0, 1[? e que portanto sua imagem pela carta do toro é densa no
toro. O

Definigao 5.4.1 Seq € T? é um ponto periddico do automorfismo de Anosov
L4 e se p € R? pertence a imagem inversa de q, isto é, se P(p) = q, entdo
definimos a curva de contragao de q, C.(q), como a imagem por P da reta
por p paralela a W,.. Analogamente definimos a curva de dilatacao de q ,
Ca(q), como a imagem por P da reta por p paralela a Wy.

E facil ver que a definicao acima nao depende da escolha do ponto p, isto
é, que se p ~ p, entao P transforma na mesma curva as duas retas paralelas
a W, por p e p. Além disso temos:

Teorema 5.4.2 Se ¢ € T? é um ponto periédico com periodo v para o au-
tomorfismo de Anosov La, entio C.(q) e Cy(q) sao invariantes por L.

Demonstragao: Dado p € R? com P(p) = ¢, podemos escrever:
Cq) =P{{p+u:uecW.}.
Como W, é invariante por A, entao u € W, = A"u € W, donde

Allptu)=p+Aue{ptu:ueW.}.
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Da mesma maneira podemos demonstrar a invariancia de Cy(q). O

Teorema 5.4.3 Suponhamos que L é um automorfismo de Anosov e que
q € T? é um ponto periddico. Se G € C.(q) e § € Cy(q) entao

Tim 8 (Li(q). (@) =0 lim_§(Lh(q). LA(@) = 0

Demonstragao: Para calcular os limites acima observamos primeiro que
as imagens de segmentos de reta paralelos a W, e W, por A e A~! sdo também
segmentos de reta paralelos a W, e W,;. Para terminar a demonstragao usa-
remos o seguinte lema:

Lema 5.4.1 Se A € uma matriz que induz um automorfismo de Anosov em
T2 e se l el sdo segmentos de reta paralelos a W. e Wy respectivamente,
entio |A(D)| = [Xe| - |I| € |[A"X(1)| = || - |I|, onde |s| denota o comprimento
do segmento de reta s.

O teorema fica entao demonstrado se aplicarmos o lema aos segmentos
deretal =ppel=pponde Pp=q, Pb=¢qe Pp=4q. O

Demonstracao do Lema 5.4.1: Os segmentos [ e Zpodem ser descritos
como:

l={p+tu:ueW,tel0,1]} [={p+ti:ieWytel01]}
e com esta notacdo temos |I| = ||u|| , [I| = ||a]| e
A(l) = {Ap+tAu:ueW,.tel0,1]}
ANl = {ATp A A d e Wt € (0,11}

Portanto |A(l)| = | Aul = [Ac| - Ju]l e [AT' D) = A7 2l = A - Jall. O

Como os conjuntos C.(q) e Cy(q) sdo imagens de retas transversais com in-
clinacao irracional, para cada g € T? estas curvas se intersectarao em um con-
junto infinito de pontos. Um tal ponto de interseccao ¢ é chamado um ponto
homoclinico a q e tem a propriedade de que lim,, 1+, d (La(q), La(G)) = 0.
Como os pontos periddicos de um automorfismo de Anosov sdao densos em
T2 entao o conjunto de todos os pontos homoclinicos também é denso em
T2. Isto quer dizer que em qualquer subconjunto aberto do toro existe um
ponto homoclinico. (Nota: os subconjuntos abertos de T? sdo exatamente
as imagens por P de subconjuntos abertos de R?.)
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Teorema 5.4.4 Se Ly é um automorfismo de Anosov em T2, entao dados
dois subconjuntos abertos de T2, U e V existe um ponto q € U tal que
LA(q) eV.

Uma relagao de recorréncia com esta propriedade diz-se topologicamente
transitiva.

Demonstracao: Sejam U e V C R? dois subconjuntos abertos tais que
P(U) =U e P(V) = V. Queremos mostrar que existem p € U e p € V tais
que A"p =~ p para algum m € Z.

Comegamos por tomar dois pontos u € U e v € V tais que P(u) e
P(v) sejam pontos homoclinicos a P(0,0). Tomando n € N suficientemente
grande podemos garantir, para qualquer valor de € > 0 dado, que A™u ~ u
com |u—(0,0)] < 5 e A™v ~ v com [v—(0,0)| < 5, (donde [u—v| <€) isto ¢,
podemos garnntir que existem M, N € Z* tais que |A"u— M| = |a— M| < §
e|A7"v — N|=|v - N| <5.

U+WC V+WC

u+Wgq vV+Wy

v
w=A" p-M
A"-M AN
<Eg
<;/2\‘ %e/z
o
A" M — (0,0) T .
V-

Queremos agora encontrar um ponto w perto de u e de v tal que A" w+ M
estd suficientemente proximo de u e portanto em U e que A"w + N esta
suficientemente préximo de v e portanto em V. Se encontrarmos um tal
ponto, entdo basta tomar p = A~"w+M para garantir que A**p ~ A"w+N €
V.
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Para encontrar o ponto w escolhemos dois segmentos de reta I, e I, de
comprimento 27 > 0, tendo uw e v respectivamente como pontos médios e
com I, paralelo a Wy, I, paralelo a W, (ver figura). Tomando 7 suficiente-
mente pequeno podemos garantir que os intervalos estao contidos em U e V
respectivamente.

Pelo lema. 5.4.1, [A"(L,)| = PNl L] = 2™ € [A=(L)] = Al |L] =
2|Ag|"n. Além disso u + M € A™(I,) e v+ N € A™"(I,). Como A"(I,)
e A7"(I,) sdo sempre paralelos a W, e a W respectivamente, tomando n
suficientemente grande podemos garantir que que os segmentos A™(I,) — M
e A7"(1,) — N se intersectam, ji que podemos tomar u e v suficientemente
proximos e que o comprimento das imagens dos dois segmentos tende para
oo quando n cresce. Qualquer ponto w € A™(I,) — M N A™(l,) — N sera
entao equivalente a imagem por A” de um ponto de U e a imagem por A™"
de um ponto de V.

A demonstracao fica completa tomando ¢ = P(A™"w) € Uem=2n,
donde L7 (q) € V. O

5.5 dinamica simbolica

Para descrever em detalhe a dinamica de um automorfismo de Anosov no
toro, representaremos cada ponto p de T? ~ [0, 1[?> como uma sucessao de
numeros. FEsta sucessao é escolhida de maneira a descrever a posicao de
cada ponto da o6rbita de p. Embora a construcao possa ser feita para um
automorfismo de Anosov qualquer, trabalharemos aqui com um exemplo.

A matriz
1 1
=(1 )

induz um automorfismo de Anosov em T2, j4 que tem entradas inteiras, com
det(A) = —1 e que A é hiperbdlica.

(0,1) A(1,0) (0,1)

(0,0) (1,0) A(0,1) (0,0) (1,0)
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Os autovalores de A sao:

14++5 1-—
> 1 —1< A=
2 2

=

)\d: <0

e os autoespagos correspondentes sao:

Wao={(z,y) :y=-Ax}  We={(z,y):y=—Aax}.

Observe-se que A inverte a orientacao do plano.

Podemos usar paralelas a W, e W; por pontos com coordenadas inteiras
para dividir o plano em paralelogramos com as seguintes caracteristicas:

1. Todos os paralelogramos tém lados paralelos a W, ou a Wj.

2. Todos os paralelogramos sao equivalentes (por &) a um de 3 paralelo-
gramos P;, P, e P3 (ver figura abaixo).

3. Cada paralelogramo tem ao menos um vértice num ponto de coorde-
nadas inteiras, isto é, num ponto equivalente a (0, 0).

4. [0,1P=TI(P,) UTI(P) UTI(P3) .
5. Dois paralelogramos so se intersectam ao longo dos seus lados.

A decomposigao de [0, 1[? nas imagens dos paralelogramos P; é chamada uma
particao de Markov de [0, 1[2.
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N [ 18 [ 1+s

Podemos calcular as imagens por Il o A de Py, P, e P3. Os célculos
sao simples e indicamos aqui os seus resultados. Comecamos por observar
os vértices de II(P;) , II(P,) e II(P;) — a origem e os pontos a, b, ¢ e d da
figura abaixo. A origem é um ponto fixo e como os outros vértices sao pontos
homoclinicos suas imagens por I1 o A também o s@o (ver figura).

TA Db
d TTA d //—\TrAa
b1 | N
¢ e e T mac
a H ] A d

o
Denotando o interior de P; por P;, temos:

HoA<131> c PUPs HoA(J%) c PUPs HoA(J%,) c P,



Sistemas Dinamicos Discretos Lineares — 1.S.Labouriau 34

7 TIAP
TA
P P
1 — -
A Tt
R AR

Dado um ponto p € [0, 1[?, sabemos que algum dos pontos equivalentes a
p pertence a um dos paralelogramos P;, P, ou P;. Associamos a p o nimero
so(p) que é o indice deste paralelogramo, isto é:

pEHPj:>80(p):j.

E claro que esta definicao é ambigua se p estiver na projecao por Il de um

dos lados dos paralelogramos. Para evitar esta dificuldade consideramos
o

inicialmente apenas pontos em |JII <PJ)

Podemos associar a p ntimeros s,(p) que indicam a qual paralelogramo
pertence cada ponto IT o A™(p), desde que todos os pontos da érbita de p
estejam no interior de algum paralelogramo, isto é, associamos a p o niimero
sn(p) € {1,2,3} de modo que:

(o AY'(p) €11 (F;) = sulp) = = 50 (0 4)"(p),) .

Para cada ponto p € [0, 1[* obtivemos assim uma sequéncia “bi-infinita”
de ntimeros, (s,(p))o- com ambiguidade apenas no caso de alguma im-

n=—oo’

agem de p pertencer a um dos lados de II(P;). Da informagao da pagina 33
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com s, € {1,2,3} podem

[e.9]
n=—oo

concluimos que nem todas as sucessoes ($,)
o o
ocorrer. Por exemplo, como 1o A <P1> N P,= (), nunca ocorrem dois 1

seguidos em (s,(p))>" .
A segéncia s, (p) codifica informagoes sobre a érbita de p. Por exemplo,
se p for um ponto periddico de periodo v entao s, (p) = Sp4-(p). Assim a um
ponto p € P, de periodo 3 tal que [To Ap € Py e (ITo A)*p € P, associamos
a sequencia
(sn(p)) = ...213213213213213213 . ..

em que so(p) estd sublinhado. Denotaremos uma sequéncia periédica como
a deste exemplo por 213. E facil ver que s, (I o A(p)) = sp11(p).
Dizemos que uma sequeéncia (s,) - com s, € {1,2,3} é uma sequéncia

permitida se satisfizer as seguintes condigoes:

1. 8y # Spa1
2. Se s, = 3 entao s,41 # 1.

Usando os dados da péagina 33 concluimos que toda sucessao obtida sem
ambiguidade a partir de um ponto p € [0,1[? é permitida — a imagem do
interior de cada paralelogramo nao intersecta o mesmo paralelogramo e a
imagem de ﬁg estd contida em Ps.

Se denotarmos por S o conjunto das sequéncias permitidas podemos
definir a aplicagao translagao o : S — S, como o(s,) = (Sp+1). Temos
entao que (s,(IT o A(p))) = (sns1(p)) = o(sn(Il 0 A(p))) € assim o é uma
descricao de L4 em térmos de sequéncias permitidas.

Resta estender a construgao da sequéncia (s,(p)) a pontos cuja Orbita
passa pelo lado de algum paralelogramo P;.

Comecamos pelos lados de paralelogramos que sao segmentos de reta
paralelos a W;. Usando a notagao da figura da pagina 33, com o = (0,0),
estes lados sao todos equivalentes a partes do segmento [ que passa em ¢, o,
a,b,ed (ver figura abaixo), em que ¢ = c e d~ d. Como o € | C Wy entdo

A1) C 1, j& que A’l‘w é uma contracao. Isto quer dizer que se um ponto
d
pertence a [ todas as suas imagens por A~" com n > 0 também estarao em

[.
Usando a informagao da figura abaixo e a das paginas 32 e 33, obtemos as
imagens reciprocas dos lados paralelos a W,;. Em particular usamos: A~'d =
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b, A='b=a, e A™'a € oa, A~'¢ € oc. Os resultados sao:

ab — HOA_1p€P2ﬁP3 (A_l(%)C@)
pEPlﬁPQ = U
co = IloA'pe PNP (A~1(¢o) C co)
peEPNP; = bd = IMoAlpe P NP (A~1(bd) = ab)
p€P2ﬁP3 = oa — HoA71p€P2ﬂP3 (Ail(m)cm)
b d
P
P ) Fé
3
g 2
P
A
s
Wy
W

C

Com os dados da pagina 36 podemos entao descrever as ambiguidades
que podem aparecer na sequéncia (s,(p)) quando p pertence a P, N P;. Ha
trés casos a considerar:

1. p € PyN P3, logo hé duas escolhas para so(p):

e so(p) =2, ecomoIloA'p € P,NP;, entao s_1(0) = 2 ou 3. Como
22 nao pode aparecer numa sequencia permitida, entao temos que
escolher s_1(0) = 3.

e so(p) =3, ecomo Mo A~lp e P,N P, entao s_1(0) =2 o0u 3 e
temos que escolher s_;(0) = 2.

Aplicando recursivamente o mesmo raciocinio a s_,(p) concluimos que
(sn(p)) =...23232325152... ou (s,(p)) = ...3232323s,52.... Denota-
remos estas duas sucessoes respectivamente por %231 s2...e §35132 ce
isto é, G1...a, denota a repeticao do bloco aj ...a, indefinidamente
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para a esquerda. No caso que estamos considerando temos que identi-
ficar quaisquer seqgéncias que contenham os inicios 32 e 23. Indicaremos
esta identificagao por 52 =93.

2. Se p € PN Py, logo so(p) = 1 ou 2. Aqui ha dois casos a considerar:
(a) p€ab= Mo A p € PN Ps, logo s_,(p) = 931 = 391 = 932

paran =0,1,2,....
(b) p € co = TloAlp € PoN Py, logo s_,(p) = 12 = 21 para
n=01,2,...

3. p€ PINP; =bd, logo IToA™'p € ab C PINP, elloA™2p € 5a C P,NP;.
Portanto as possibilidades para s_,(p), n =0,1,2,... sdo %QL 9323 e
ﬁl&, que consideraremos equivalentes.

Em resumo, basta identificar todas as sequéncias que contenham os termos
93 = 93 bem como as subsucessdes 12 = 21. A identificacao = entre
subsucessoes que definimos acima é analoga a que se faz na representacao
decimal de ntmeros reais, onde as duas dizimas 0,439999999... = 0,439
e 0,44000000... = 0,440 = 0,44 sao identificadas como representando o
mesmo nuimero.

O mesmo estudo pode ser feito para os lados dos paralelogramos na
diregao W,.. Os pontos cuja érbita passa por algum destes lados serao repre-
sentados por “dizimas peridédicas a direita” do tipo ...s_ 95 1212121212...
que denotamos por ...5,25,123. A tnica identificacdo que ocorre neste
caso é 21 = 33. Assim obtemos para cada ponto de [0, 1[?> uma sequéncia
permitida que o representa.

Teorema 5.5.1 Toda sequéncia permitida representa um ponto de [0, 1[2.

Demonstracao: Dada uma sequéncia permitida (a,),. _ com a, €

{1,2,3} queremos encontrar p € [0,1[* tal que s,(p) = a,, isto é que Il o
A"(p) € TI(P,,), ou seja, que p € ITo A"(P, ), para cada n € Z. O teorema
ficard demonstrado se verificarmos que 02 1o A™"(FP,,,) contém um sé
ponto.

Como (a,) é uma sequéncia permitida, entao

H © A_n(Pan) m H © A_(n+1) (Pan+l) # @

Um dos lados paralelos a Wy de cada P; estd contido numa reta equivalente a
Wy e por isto os lados paralelos a W, de A="(F,, ) terdo comprimento menor
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que |Ae|™ = 1/|Ag|™. Assim NF_ T o A™(P,,) estd sempre contido num pa-
ralelogramo tal que o comprimento dos lados paralelos a W, tende para zero
quando k tende para infinito. Pelo teorema dos intervalos encaixantes, a
interseccao para todo k£ > 0 destes paralelogramos sera um segmento de reta
paralelo a W, (ou seja, o produto cartesiano de um ponto por um segmento
de reta).

Analogamente, (mg:_k ITo A*”(Pan)) N (N o A™(P,,)) estd sem-
pre contido num segmento paralelo a W, cujo comprimento tende para zero
quando k tende para infinito e por isto N2> 1o A™"(P,,) contém um sé
ponto. O

Como consequéncia do teorema 5.5.1, para conhecer as orbitas de L4
em T2 basta estudar a aplicacao translacao o no conjunto das sequéncias
permitidas com as identificacoes acima. Por exemplo, se p é representado
pela segéncia ﬁgz@, entao p é um ponto periddico de periodo 3. Mais
ainda, p, ITo A(p) e ITo A?(p) sdo os tinicos pontos com este perfodo, j& que
nao hé outra sequéncia permitida com 3 algarismos. E facil construir pontos
que nao sao periodicos — basta encontrar uma sequéncia permitida que nao
o seja, por exemplo, 513212123121212312121212312121212123 . . .



