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1 formas quadraticas

Uma forma quadritica em n varidveis é uma aplicagdo P : R" — R que pode ser escrita como combinagao
linear de termos da forma z;z;, com i,j = 1,...,n, isto ¢,

Plz1,...,2n) :Z

i=1j

TiQi;Tj Q5 € R (1)
1

n n

Formas quadréticas em 2 variaveis sdo aplicacoes da forma P(x,y) = axz + bxy + cyy = ax® + by + cy?
como, por exemplo:

Pi(r.y) =2 —y®  Pawy)=ay  Pslay) =2 +y>  Palr,y) = 22" —ay +my’
Exemplos em trés varidveis:

Qi(w,y,2) = V322 +ay —az+2yz  Qalw,y,2) =2 +y* +2°  Qs(v,y,2) =ay+az+yz

3
Qul(z,y, 2) = 22°% — xy + my? Qs(x,y, 2) = 322 — 4y* + 522 + 45xy — 8Tyz + 3x2

Formas quadraticas tém um bom comportamento em relagao ao produto por um escalar: para qualquer
A € R e qualquer X = (z1,...,%,) € R" tem-se

n n

P()\X) = ,P(Adfl, ey AIH) = ZZ()\CEZ)OZU()\CCJ) = )\2 Z Zaijxixj = AQP(X)

i=1 j=1 i=1 j=1

Uma maneira de obter novas formas quadraticas é compoé-las com transformacoes lineares de R™. Se
L : R"” — R for uma transformagao linear e P : R® — R for uma forma quadrética, entao podemos
verificar diretamente na expressio (1) que PoL : R™ — R é também uma forma quadratica. Em particular,
para qualquer A € R e para X € R" tem-se P(L(A\X)) = P(A\L(X)) = A2P(L(X)).

1.1 exemplos em Maple

Podemos usar Maple para calcular a composta de P; o L(z,y) onde £ : R? — R? é a transformacdo linear
representada pela matriz
T 2
=(53)

Experimente os seguintes comandos em Maple:

restart;with(linalg):

pl:=x"2-y~2;

X:=vector(2, [x1,y1]) ;A:=matrix (2,2, [[P1,2],[-2,3]]); AX:=evalm(A&*X);
p2:=subs(x=AX[1] ,y=AX[2],p1);

p3:=subs(xl=x,yl=y,p2);

V V V VvV V

Porque é preciso trocar o nome das varidveis para fazer a substituicdo? Experimente fazer a substituicao
usando X = (x,y) em vez de (z1,y1) e veja o que acontece.

O resultado dos comandos Maple acima é: p3 := (mz+2y)? —(—2x+3y)? que nio estd na forma pedida.
Experimente a seguir os seguintes comandos Maple e observe os seus resultados:

> p2:=expand(p3);
> p3:=simplify(p2);
> p2:=collect(p3, [x,y],distributed);

Podemos calcular Ps = P1(AX) e P1g = P2(AX) usando Maple:
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> p7:=subs(x=lambda*x,y=lambda*y,pl);
> p8:=collect(p7,lambda);

> p9:=subs(x=lambda*x,y=lambda*y,p2) ;
> pl0:=collect(p9,lambda) ;

e o resultado serd, como era de se esperar: Pg = \2P;(z,vy) Pio = \2Ps(z,y)

1.2 exercicios

1. Sejam P(x,y) = 22 + y*> e Q(x,y) = wy. Para cada uma das matrizes abaixo, seja £ : R? — R2
a transformacao linear por ela representada. Escreva as formas quadraticas P o £ e Q o £ na forma

ax?® + bry + cy?. (Sugestdo: use Maple)
0 2
w) ee(d

V31 0 1 0 1
Ll:(f; ﬁ) L2:(1 0) L3:(—1 0) L4:( /
2 2

2. Verifique que o conjunto de todas as formas quadréticas em 2 varidveis (incluindo a forma quadratica
P(z,y) = 0), com as operagoes (P + Q)(z,y) = P(z,y)+ Q(z,y) e (aP)(z,y) = a(P(z,y)) parac € R
é um espaco vetorial. Calcule a dimensao deste espago vetorial.

O N|=

3. O conjunto das formas quadréticas em 3 varidveis (incluindo a forma quadratica Q(z,y, z) = 0) também
é um espaco vetorial, com operagoes andlogas as do exercicio anterior. Calcule a sua dimensao. Gene-
ralize os resultados para formas quadraticas de n variaveis.

4. Verifique se é verdade que a composta de uma forma quadrética em duas varidveis com uma translagao
do plano é uma forma quadratica.

2 *polinomios e formas quadraticas

Esta sec¢ao é independente do resto do texto. O leitor pouco curioso pode saltar diretamente para a secgao 3.

2.1 polinémios

Os polinémios p(z) = ap + a1z + -+ + @,px™ de uma varidvel z com «; € R ja s@o nossos conhecidos.
Podemos construir novos polinémios a partir dos antigos usando como coeficientes «; polindmios em outra
varidvel y em vez de ntimeros. Por exemplo, comecando com p(r) = ag + 17 + azx? + azz® podemos
escolher ag = 4+ 3y +9°, an = —y + 9>, s = 0 e ag3 = 2y> e obter uma nova expressiao que pode ser
simplificada distribuindo os produtos em relacao as somas:

Plz,y) = (4 +3y+1°) + (—y +y?)z + 02% + (2y°)2® = 4 + 3y + y° — xy + 2y® + 225y°

A nova expressdo P(x,y) pode também ser tratada como polindomio da varidvel y cujos coeficientes sao
polinémios em x se reescrevermos P(z,y) =4 + (3 — z)y + (z)y? + (22 + 1)y°.
O processo pode ser repetido para obter polindmios de trés ou mais varidveis, se necessario buscando

1
2

)
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letras de outros alfabetos ou novos simbolos a seu gosto. ! A partir do polinémio
P(x,y) = o+ bz + Boy + n1a” + 2y + y3y° + 012° + 620’y + 3wy + day®

obtemos um novo polindémio de trés varidveis Q(z, y, z) substituindo «, 3;, i e §; por polinémios na varidvel
z tomando, por exemplo, @ = 44+324+ 2%, 81 = —z2+22 fo= 22,71 =0, 72 = 2°, 13 = 1, &, = 24, 5y = 23,
03 = 0 e 94 = —m. Distribuindo as somas em relagdo aos produtos, obtemos:

Qx,y,2) =4+ 32+ 2° —xz+a2” — yz +ayz® +y? + 2324 + 2%y — 1y

Podemos definir diretamente um polinémio de n varidveis (z1, ..., z,): primeiro definimos um mondmio,
como produto de um numero finito de varidveis escolhidas entre {x1,...,x,}, com repeti¢oes e omissoes,
por um nimero real. A seguir, definimos um polinémio como uma funcdo P : R” — R que é a soma de
um nimero finito de monémios. Por exemplo, o polinémio P(x,y) acima é a soma dos mondmios: 4, 3y, y°,
—xy, zy* e 223y5 e o polinomio Q(z,y, z) é a soma dos dos monémios: 4, 3z, —xz, —2yz, y?, —7y>, 122, 25,
22yz3, xyz® e a3zt

Num polinémio de uma varidavel o grau é uma informagao importante que permite decidir imediatamente
o nimero maximo de raizes, de pontos criticos e o comportamento quando a varidvel tende para +oo. Para
polinémios de vérias variaveis, podemos definir o grau em cada variavel separadamente. Mais interessante é
definir o grau de um monémio como a soma dos graus em cada uma das varidveis e o grau de um polinémio
como o grau do seu monomio de maior grau. Nos exemplos acima, P tem grau 8 que é o grau do monémio
223y°, P tem grau 3 se algum dos §; for diferente de zero (os mondmios 0123, G222y, dszy? e d4y° tém todos

grau 3 se §; # 0) e Q tem grau 7, atingido nos monomios zyz° e x32%.

2.2 polindmios homogéneos

Para X = (z1,...,%m), se M(X) for um monémio de grau n em m varidveis entdo para qualquer A € R e
qualquer X € R™ temos M(AX) = A" M(X). Por exemplo para

M(z,y) = 22%y°  temos Mz, \y) = 2(/\17)3()\y)5 = 2\82%y° = )\SM(x,y)

para

M(z,y) =2z  temos M(Az, Ay) = 2(A\z) = AM(z,y)
e para
M(z,y,2) = 2yz®  temos MMz, Ay, Az) = Az)(Ay)(A2)® = Azyz® = AT M(z,y, 2).

Quando somamos varios monomios para obter um polinémio geralmente perdemos esta propriedade. Os
polinémio especiais que mantém esta propriedade sao chamados polinémios homogéneos e se caracterizam
por todos os seus monomios terem o mesmo grau. Nenhum dos exemplos de polinémios na secgao anterior
é homogéneo, mas os quatro exemplos a seguir sao:

P(x,y,2) = 425+ 3y2" + y°2° — 2yz8 + 2922° + 22395

Pz,y,2) = az’ + 132° + Boyz” + M1a%z + yoxyz + 139’2 + 612° + 6227y + S3zy® + d4y°

1Nos anos 60 algumas pessoas pensavam que as criancas ficavam traumatizadas com a letra x nos livros de Matemaética.
Resolveram entdo que livros didaticos usariam varidveis como [], ® e outras figuras ndo traumaticas como os naipes do baralho.
As “sentencas matematicas” eram designadas por palavras para nao assustar. Um exemplo de polindomio nesta notagao seria:
PN 2 33 2 a4 342
polindémio(d, O, 0, &) = 5&“ OO — 5@ — 2&°OMN + 3,141590° &
As poténcias eram também consideradas dificeis, sendo preferivel representa-las como produto. Neste caso teriamos:

polinémio(, &, D, #) = 5O — gvoo —28&O MMM + 3,14159000 MM

A consequéncia imediata foi o encarecimento dos livros didaticos. Néo sei quais os resultados quanto a traumatismos.
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Oz, y, z,w) = 4w™ + 3z — z20° — 2yzw® + y*w® — Tiw? + 22wt + 2Pw? + 2?yPw + xyL® + 232

Q(z,y, z,w) = 5x + 3y — 7z — 589w
Podemos escrever um polinémio qualquer como soma de polindmios homogéneos, agrupando os monomios
de mesmo grau que o compoem. Uma forma quadratica nada mais é que um polinémio homogéneo de grau
2. Segue-se que as formas quadraticas sao caracterizadas por serem os Unicos polinémios P que satisfazem
P(AX) = \?*P(X) para quaisquer A € R, X € R™.

2.3 exercicios

1. Verifique que o conjunto de todos polindmios homogéneos de grau n em 2 varidveis (incluindo o
polinémio P(z,y) = 0), com as operacoes definidas no exercicio 2) da secgdo 1, é um espago veto-
rial. Calcule a dimensao deste espago vetorial.

2. Mostre que se P : R?2 — R é um polinémio e se £ : R?2 — R? ¢ uma transformacao linear, entdo
P o L é um polindmio. Qual a relagdo entre os graus de P e de P o L? (Cuidado!)

3. Verifique se é verdade que a composta de uma forma quadratica em duas varidveis com uma translacao
do plano é um polinémio de grau 2.

3 formas quadraticas e matrizes

Uma matriz quadrada A é dita simétrica se for igual & sua transposta AT. Se escrevermos A = (a;;), entdo
AT = (aj;) e estamos pedindo que a;; = aj;. A partir de uma matriz simétrica A = (a;;), n x n podemos
contruir uma forma quadratica escrevendo P(X) = X7 - A- X onde - representa o produto de matrizes, isto

s

e
1

Plx1,.. . xn) = (21,...,25) - A~ :Zinaijxj

z, i=1 j=1

Observe que estamos multiplicando uma matriz 1 X n por A que é n X n e por outra matriz n x 1. Por

exemplo, a matriz
5 7
(7 5)

é simétrica e define a forma quadrética:

Plz,y) = (z,y) - A- ( Z ) = (x,y) - ( 57:;4;7;/ ) =522 + Tay + Tyz — y°? = 52 + 1day — >
Um exemplo de matriz simétrica 3 x 3 é
3 2 3
B=| 2 -4 —4
3 —4 5

que define a forma quadratica em trés varidveis:

x T
Qx,y,2) = (v,y,2)-B-| v | =Bx+2y+32,2x—4y—42,3z—4y+52)- | y
z z

= 32?2 — 4y? + 522 + dxy — 8yz + 6z

(lembre-se que o produto de matrizes é associativo).
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Dada uma forma quadratica em n varidveis, P, podemos sempre encontrar uma matriz simétrica A,
n x n, para a qual P(X) = X7 . A. X. Por exemplo a forma quadrética P(x,y) = 3z% — 4xy — 8y pode ser
reesctrita como 3z% — 22y — 2yx — 8y? e por isto P(X) = X7 - A- X com

A 3 -2
S\ -2 -8
Obtemos assim uma correspondéncia biunivoca entre formas quadraticas e matrizes simétricas.

Quando compomos a forma quadrética P(X) = X7 . A- X, representada pela matriz simétrica A, com a
transformagao linear £ representada pela matriz L obtemos uma nova forma quadrética P(X) = P(L(X))

PX)=PLX)=(L-X)"-A-(L-X)=X"-L")-A-(L-X)=X"-(L"-A-L)- X

logo a matriz de P serd (LT - A - L).

3.1 exemplo em Maple

Para fazer em Maple o primeiro exemplo do paragrafo anterior, use:

> restart; with(linalg);

> A:=matrix(2,2,[[5,7],[7,-111);
=vector(2, [x,y]);
=evalm(transpose (X) &*A&*X) ;
P:=expand(P);

> X
> P
> P
Os procedimentos que transpoem matrizes e multiplicam matrizes, fazem parte do pacote “linalg”. Veja

“help(linalg)”.

3.2 exercicios

1. Calcule X7 . B; - X para X = (,y) e para as matrizes By, By e Bz abaixo.

2 -1 2 -1 2
2

2. Escreva as matrizes simétricas que representam as seguintes formas quadraticas:

N ol
N——

Pi(r.y) =2 —y*  Pa(wy)=ay  Palzy) =2 +y*  Pa(r,y) = 22" —ay + 7y’
Qi(x,y,2) = V32 +ay—az+2yz  Qa(w,y,2) =2"+y° +2°  Qa(w,y,2) =ay+22+y2
3
Qul(z,y, 2) = 22° — xy + Ty? Qs(x,y, 2) = 32 — 49> + 522 +45xy — 8Tyz + 312

3. Use Maple para verificar se as matrizes que calculou no exercicio 2 estao corretas, isto €, use instrugoes
Maple como as do exemplo 3.1 para calcular a forma quadratica associada a cada uma das matrizes
que encontrou.

4. Sejam A; e Ay as matrizes simétricas que representam as formas quadraticas P; e Py do exercicio 2)
acima. Para cada uma das matrizes L; do exercicio 1) da secgao 1.2, calcule L - A; - L; e (z,y)” - LT -
Aj - L;- (x,y). Compare seu resultado com a resolugdo do exercicio 1) da secgao 1.2.

5. Use Maple para calcular as matrizes simétricas que representam as formas quadraticas P;(L;(z,y))
para cada uma das formas quadriticas em duas varidveis P; do exercicio 2) acima e cada uma das
transformagoes lineares representadas pelas matrizes L; do exercicio 1) da secgao 1.2.
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6. Use Maple para calcular as matrizes simétricas que representam as formas quadraticas Q;(L;(z,y))
para cada uma das formas quadriticas em trés varidveis Q; do exercicio 2) acima e cada uma das
transformagoes lineares £; : R® — R3 representadas pelas matrizes M; abaixo:

1 0 0 V22 01 0
My=|0 8 1 My=| _va 2 Ms=| 0 0 —1

1 2 3 2 > 5 0 3
0 -1 B 0o 0 -1 10 0

7. * Mostre que dada uma forma quadratica em duas varidveis P(x,y) existe uma infinidade de matrizes
B tais que P(X) = XT-B;-X. Para evitar esta ambiguidade, representamos sempre a forma quadratica
por uma matriz simétrica. Mostre que sé uma das matrizes B é simétrica.

4 formas quadraticas em duas variaveis; conicas

Dado ¢ € R, o conjunto de nivel C; de uma forma quadratica P(z,y) é definido como

Ce={(z,9) : P(z,y) = ¢}

ou seja, C. é a imagem inversa P~!(c). Por exemplo, para a forma quadratica P(z,y) = 22+ o conjunto de
nivel Cy é a circunferéncia 2% +y2 = 1, o conjunto C_1 é C_; = () e o conjunto Cj é a origem, Cy = {(0,0)}.

Os outros conjuntos de nivel de P podem ser obtidos usando a propriedade P(\(z,y)) = A2P(x,y): basta
verificar que (z,y) € C se e 86 se A(z,y) € Cy2 e que (x,y) € C_; se e 86 se AN(z,y) € C_y2. Com isto
provamos:

Proposicao 1 Todo conjunto de nivel C.. com ¢ # 0 de uma forma quadrdtica P : R? — R pode ser obtido
a partir de um dos conjuntos de nivel Cy ou C_1 por uma homotetia uniforme do plano.

Alguns conjuntos de nivel de formas quadraticas em duas variaveis ja sao nossos conhecidos. Por exemplo,
para a forma Py (z,y) = 2% + y? os conjuntos de nivel sdo:

Cy = {(z,y) : Pi(z,y) =1} = {(x,y) : 2° +3* = 1} = circunferéncia de centro (0,0) e raio 1
C'—1 = {((E,y) : Pl(xuy) = _1} = {((E,y) : .’II2 +y2 = _1} = (Z)
Co={(z,y) : Pi(z,y) = 0} = {(z,9) : 2° + y* = 0} = {(0,0)}.
Usando a Proposigao 1, temos:
Coz = {(2,y) : Pi(z,y) = a®} = {(x,y) : 2° + y? = a®} = circunferéncia de centro (0,0) e raio |a]
Cvfa2 = {(.’L’,y) : ,Pl(xay) = _a2} = {((E,y) : .’II2 + y2 = _a’2} = (Z)
Para a forma Ps(z,y) = 222 + 3y? os conjuntos de nivel sdo:
Cr ={(z,y) : Pa(z,y) = 1} = {(,y) : 22° + 3y® = 1} = uma elipse
C'—1 = {((E,y) : 7)2(.’1,',y) = _1} = {((E,y) : 2:62 + 3y2 = _1} = (Z)
Co = {(2,y) : Palw,y) = 0} = {(2,y) : 22 + 3y* = 0} = {(0,0)}.
Em geral para Py (x,y) = ax? + By* com a e 3 > 0, os conjuntos de nivel sio:
Cr={(a,y) : P+(z,y) = 1} = {(z,y) : aa® + By = 1} = uma elipse

Cor={(z,y) : Pr(z,y) = -1} ={(2.,y) s 0a” + By’ = -1} =0
Co = {(z,y) : P(z,y) = 0} = {(z,y) : aa® + By* = 0} = {(0,0)}.
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Outro exemplo é a forma Ps(x,y) = 2zy, cujos conjuntos de nivel C; e C_; s@o as hipérboles y = :I:%
com assintotas em Cyp = {(z,y) : © = 0 ou y = 0}. A partir de P3 podemos construir a forma quadratica

Py ="Pzo L4 onde L4 é arotacao de 7 em torno da origem, cuja matriz é:

V2 V2

2 2
V2 ooV2
2

RTI'/4 =

2

T

A nova forma P, serd representada pela matriz (R,,/4) “A-Ry/4 onde A é a matriz de Ps:

Vi Vo
vz e \ro) |z e 0 -
2 2 2 2

isto é, Py(z,y) = 22 — y?. Como P3 = Py o (Ew/4)71 entao a curva de nivel {(x,y) : Ps(z,y) = c} serd

transformada na curva de nivel {(z,y) : Ps(x,y) = c} pela rotacdo de —F em torno da origem, (Lw/4)71.
As curvas de nivel {(z,y) : Ps(z,y) = £1} sdo hipérboles, com assintotas em {(z,y) : Ps(x,y) = 0}.

A forma quadratica P, pode ser reescrita como

734(17ay)—$2—y2—(x—y)(:r+y)—2<x—\;§y,x—\—/i_;) — Py (I_J;’x_j;)

portanto Py(z,y) = 0 se e s6 se 733(%,%) =0, isto é, x —y = 0 ou z +y = 0. Na secgao 4.1

desenvolveremos um método sistemético para fazer estas rotagoes que completam o quadrado.

4.0.1 exemplo em Maple

A curva de nivel P(z,y) = ¢ pode ser representada em Maple usando o comando “implicitplot” que faz parte
dos procedimentos “plots”. Para o exemplo da seccao 3.1 devemos fazer:

> restart; with(linalg):with(plots):
> A:=matrix(2,2,[[5,7],[7,-111);

> X:=vector(2, [x,y]1);

> P:=evalm(transpose (X)&*A&*X) ;

> implicitplot(P=1,x=-1..1,y=-1..1);

4.1 diagonalizacao

Dada uma forma quadratica em duas varidveis, queremos encontrar uma rotagao do plano que a transforme
numa forma quadréatica representada por uma matriz diagonal, isto é, uma matriz da forma

a b . a 0
(b c) com b =0, ou seja, (O c)

Se a forma quadrdtica for representada por uma matriz diagonal, com b = 0, entdo para (z,y) na cir-
cunferéncia 22 + y? = 1 de centro (0,0) e raio 1, a forma P(x,y) assumira valores entre a e ¢, porque
P(x,y) = ax? + cy? é uma média ponderada entre a e ¢ com pesos 22 < 1 e y?> < 1. Se a < c entdo o valor
méaximo de P(z,y), para (x,y) na circunferéncia z2 + 32 = 1, serd c, atingido em (x,y) = (0,1). A reciproca
também é verdadeira:

Proposicao 2 Seja P(x,y) = ax? + bxy + cy? Se o maior valor de P na circunferéncia de centro (0,0) e
raio 1 for atingido em (x,y) = (0,1), entdo b= 0.
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Demonstragao: Como P(—z,—y) = P(x,y) basta estudar o comportamento de P em metade da cir-
cunferéncia de centro (0,0) e raio 1, que é o grafico y = f(z) = V1 — 22 para z € [—1,1] e que satisfaz
y? = f(r)? = 1 — 22 e portanto 2y% =-2re Z—x = —%. Se (0, 1) for ponto de maximo entao neste ponto

P (@ (@) = 0

Calculando a derivada temos
2

i o , ) B dy dy z
gz ” (@ v@) = g (aa® 4 bay() + ey(2) = 202+ by(e) + ba g+ 2ey(w) 50 = 200+ by(x) = b — 2e

que em (z,y) = (0,1) vale b. Portanto, se (0,1) for ponto de maximo entdo b = 0. O

Se 0 mdximo de P na circunferéncia de centro (0,0) e raio 1 for atingido em outro ponto qualquer, (Z, %)
podemos compor P com a rotagao £ : R? — R? que leva (0,1) em (Z,§). Para a composta P o £ o maximo
sobre a circunferéncia é atingido em (0,1). Aplicando a proposigéo 2 concluimos que P o L é representada
por uma matriz diagonal. Provamos:

Teorema 1 Para toda forma quadrdtica P : R?> — R existe uma base ortonormal de R? em que P é
representada por uma matriz diagonal.

Este resultado pode ser reinterpretado em termos de matrizes e obtemos:

Teorema 2 Para toda matriz A, simétrica e 2 x 2, existe uma matriz de rotacdo L tal que LTAL € uma
matriz diagonal.

Como L é a matriz de uma rotagao em torno da origem, entdo ||L - X|| = ||X|| para todo X € R2.
Também se segue que det(L) =1 e que LT = L1

)

Corolario 1 Para toda matriz A, simétrica e 2 x 2, existe uma matriz L com det(L) =1 tal que L~*AL ¢é
uma matriz diagonal.

4.1.1 exercicios

1. Encontre o valor maximo na circunferéncia de centro (0,0) e raio 1 das seguintes formas quadraticas:
Pi(x,y) = 52° —6ay +5y>  Pa(,y) = 20 + 4v3ay — 2°
Sugestao: parametrize a circunferéncia.

2. Mostre que se P(z,y) = ax? + bzy + cy? e se o menor valor de P na circunferéncia de centro (0,0) e
rajo 1 for atingido em (x,y) = (0,1), entdo b = 0. Mostre que se o maior valor de P na circunferéncia
de centro (0,0) e raio 1 for atingido em (z,y) = (1,0), entdao b = 0.
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4.1.2 autovalores

A Proposicdo 2 permite encontrar a matriz diagonal LTAL = L~ 'AL e também a base de R? em que
a forma quadratica é representada por esta matriz, no entanto este método é bastante trabalhoso. Pelo
corolario 1 sabemos que basta encontrar diretamente a matriz diagonal LT AL = L' AL. O objectivo desta
secgao é fazer este trabalho de uma vez por todas: os valores que vao aparecer na diagonal sao chamados os
autovalores da matriz A.

Para isto voltamos a interpretar a matriz

como a matriz da transformacao linear

L : R?2 — RZ
L : (vy) — Llzy) =A (z,9)7

Define-se autovetor (a,ya) € R? da transformagio linear £, associado ao autovalor* a € R como a
solucao de

(Ia,ya) com (Ia,ya) # (050)7

) =
,0) é um vetor especial de R? que é transformado por £ em um seu
0) = «(0,0) é sempre verdade, qualquer que seja a € R. Este vetor nido

L(Ta,Ya

ou seja, o autovetor (o, ¥Yo) # (0
multiplo escalar. Observe que £(0,
é considerado um autovetor.

Os autovetores e autovalores de uma matriz podem ser encontrados resolvendo um sistema de equagoes
lineares. Por exemplo, para

a=(53)  eaten) = Ay’

os autovalores « e autovetores (Zq, Yo ) respectivos sao as solugoes de

A(rcmyaf:(; i)(i:‘:):“(zif)

ou seja, sao as solugoes do sistema:

T + 2Ya = a4y (1-a)xa+2ys =0 Yo = (@ — 1)z /2
3% + 4Ya = QYo 3+ (4 —a)ya =0 B+d-a)a—1)/2)xz, =0

Este sistema tem as solugoes: z, =0 = 1y, =0, Va € R que nao satisfazem a definicao de autovetor,
e as solugdes ndo triviais de 3 + (4 — a)(a — 1)/2 = 0, que sdo o = % Se tomarmos To = 1,

entao obtemos y, = ?’iT V33 - Concluimos assim que esta matriz tem um autovalor o = “T V33

(T, You) = (1, %) e que também tem um autovalor o = %@, com autovetor (u,Ya) = (1, %@)
5—v/33
2

, com autovetor

Observe que o vetor (z4,yq) = (1, E)_T V33) nao é o tnico autovetor associado a o = : qualquer

miultiplo deste vetor por um escalar, como por exemplo (4, 3— \/ﬁ) ou (—47r, /33 — 37r), também é um
autovetor associado ao mesmo autovalor.

Para encontrar o autovalor a tivemos que resolver uma equacao de segundo grau, que poderia nao ter
raizes reais. Nao é garantido que uma transformacao linear sempre tenha autovalores.

Dada uma transformagao linear £ : R — R dizemos em geral que o nimero o« € R é um autovalor
de L se existir um vetor X, € R™ com X, # 0 tal que £(X,) = aX,. Neste caso dizemos que X, é um
autovetor de L associado ao autovalor c.

2também chamados vetor prdrio e valor préprio de L, respectivamente, ou ainda vetor caracteristico e valor caracteristico.
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4.1.3 exercicios

1. Calcule (se existirem) todos os autovalores e autovetores das transformagoes lineares representadas
pelas matrizes abaixo:
1
(5

=W
S~

2 3 4 13 0 21 -1
0 4 5 -3 1 0 15 6
0 01 0 0 -2 -1 6 7

2. Mostre que se £ : R® — R" for uma transformacao linear e se X,Y € R" forem dois vetores nao
nulos, tais que L(X) =aX e L(Y) = Y com Y = bX para algum b € R, entdao o = (.

3. Mostre que os autovetores de uma transformacao linear associados a dois autovalores distintos sao
sempre linearmente independentes.

4. Mostre que se a € R for um autovalor da transformagao linear £ : R® — R™ entao o conjunto dos
vetores X € R™ tais que £L(X) = aX forma um espago vetorial.

4.1.4 calculo dos autovalores

O célculo dos autovalores pode ser muito mais simples se nao precisarmos saber quem sao os autovetores.
Nesta seccao descreveremos um método de calculo direto.

Para encontrar os autovalores da matriz A, n X n, queremos resolver um sistema AX, = aX,, ou seja,
(A—al)X, =0, onde I é a matriz identidade. Este sistema tem solucdo nao trivial X, # 0 se e s6 se o
determinante de (A — al) for igual a zero. Os autovalores v s@o entdo os nimeros que satisfazem a equagao
pa(a) = det(A — al) = 0. A expressao pa(a) = det(A — al) é sempre um polinémio de grau n em «,
chamado o polindmio caracteristico de A. Nao demonstraremos aqui que p4(«) é sempre um polindémio, mas
paran = 2 e 3 a demonstracdo é simples — exercicios 2) e 3) abaixo.

Se £ : R? — R? for uma transformacao linear cujo polinémio caracteristico tenha 2 raizes reais distintas,
usando o resultado dos exercicios 4.1.3 - 2) e 3) conclui-se que podemos formar uma base com os autovetores
de L. Nesta base a transformagao linear £ é representada por uma matriz diagonal.

Por exemplo, para a transformacao linear

1 2
EA(xay) :A(,I’y)T A=
3 4
sabemos pelos cdlculos da secgao anterior que existe uma base na qual L4 é representada pela matriz

5+ V33

0

2

0 5—+/33
2

e que esta base é formada pelos vetores {(4, 3+ V 33) , (4, 3—v 33) }
Em geral quando encontramos as raizes do polinomio caracteristico nao sabemos quais sao os elementos
desta base, mas sabemos que esta base existe.

4.1.5 exercicios

1. Calcule o polindémio caracteristico e os autovalores das matrizes do exercicio 1) da secc¢ao 4.1.3. Se néo
estiver cansado, faga os mesmos cédlculos para todas as matrizes que ja apareceram neste texto.
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2. Calcule o determinante de A — oI para a matriz abaixo e verifique que é um polinémio de grau 2 em

Q.
b a b ¢

A_<“ > B=|d e f

c d .

g h 1

3. Seja B uma matriz com a forma acima. Calcule o determinante de B — al e verifique que é um
polinémio de grau 3 em « (talvez seja boa ideia usar Maple). Se nao tiver paciéncia para calcular o
determinante, escreva a matriz B — al e pense em uma boa razao para o seu determinante ser um
polinémio de grau menor ou igual a 3. Depois pense em uma boa razao para que o grau nao possa ser
menor do que 3. (Se as sua razoes forem realmente boas, servirdo para mostrar que: para uma matriz
C, n X n, o determinante de C' — oI é um polinoémio de grau igual a n.)

4. Escreva um procedimento em Maple que dados n e uma matriz A, n x n, calcule o polinémio carac-
teristico de A (ou descubra se existe um procedimento que faga isto, se ja estiver cansado demais para
escrever procedimentos!).

4.1.6 autovalores e formas quadraticas

Depois desta digressao pela dlgebra linear, podemos voltar as formas quadraticas. Se A for uma matriz
simétrica, o coroldrio 1 permite encontrar diretamente a matriz diagonal LT AL = L='AL: os valores que
vao aparecer na diagonal sdo os autovalores de A, que podemos calcular diretamente como raizes do polindémio
caracteristico p4(A) de A dado por pa(A) = det(A — AI). A base ortonormal em que a forma quadraitica
é representada por uma matriz diagonal é composta por autovetores de A. Isto pode ser sintetizado no
Corolario a seguir:

Proposigao 3 Se A for uma matriz simétrica 2 X 2, entao o polinémio caracteristico de A tem duas raizes
reais e os autovetores de A formam uma base ortonormal de R2.

Demonstragao: Sabemos pelo corolario 1 que existe uma matriz D da forma

a 0
=5 5)
e existe uma matriz L, com det(L) = 1 taisque L~ AL = D. Logo, AL = LD, isto é, AL(x,y)T = LD(z,y)T,
para todo (z,y) € R?. Em particular,

1 1 1 L 1
AL(O)_LD<O>_L<%>_QL(O) istoé6  AX; =aX;  para Xl_L(O)

ou seja, X7 é um autovetor de A associado ao autovalor a (como é que eu sei que X; # (0,0)7). Analoga-
mente verificamos que Xo = L(0,1)7 ¢ um autovetor de A associado ao autovalor 3. Mesmo que o = 3,
podemos garantir neste contexto que X7 e X5 sdo linearmente independentes (porque?). O

Resumindo: comega-se com uma forma quadratica P(z,y) representada por uma matriz simétrica A.
Calcula-se pa(A) = det(A — AI) que é um polinémio de grau 2 em A. Encontra-se as duas raizes reais deste
polinémio, digamos a e 8 (o coroldrio garante que sempre existem) e sabemos que existe uma rotagao do
plano que transforma forma quadrética P(z,y) na forma az? + By>.



Caélculo em Computadores — 2007 — Formas quadraticas 14

4.1.7 exercicios

Observacao: Faga pelo menos um exercicio & mao. Quando estiver com a mao cansada, fagca em Maple. Use
“linalg” para calcular autovalores (eigenvalues) e autovetores (eigenvectors).

1. Para cada uma das formas quadraticas em 2 varidveis que ja apareceu em algum exercicio, encontre a
matriz diagonal que a representa em novas coordenadas.

2. Para cada uma das formas quadraticas em 2 varidveis que ja apareceu em algum exercicio, encontre
uma base ortonormal de R? em que a forma quadratica seja representada por uma matriz diagonal.

3. * Porque foi preciso saber que L” = L~! antes de obter a Proposicio 37?

4.1.8 * exercicios adicionais de dlgebra linear

Nosso objetivo era estudar os conjuntos de nivel de formas quadraticas, o que serd feito a seguir, em 4.2.
Antes disso faremos mais uma digressao pela algebra linear, em forma de exercicios.

1. Encontre a expressdo dos coeficientes do polindémio caracteristico pp(A) = det(D — AI) como fungao
de o e de (§ para a matriz
a 0 a b
p=(05) a=(ta)

2. Encontre a expressdo dos coeficientes de p4(A) = det(A — AI) como fungéo de a,b, ¢,d para a matriz
A acima.

3. Use os seus cédlculos e propriedades do determinante para mostrar que se A, D e L forem matrizes 2 x 2
com o determinante de L # 0, e se L~*AL = D ent@o o coeficiente independente em p4 () é igual ao
coeficiente independente em pp(A). (Sugesdo: o valor do coeficiente independente em p4(A) é pa(0).)

4. Explique porque se A, D e L forem matrizes 2 x 2 com o determinante de L # 0, e se L~ 'AL = D
entdo A e D terdo o mesmo polindmio caracteristico, pa(A) = pp(A). Estes coeficientes sdo chamados
invariantes porque nao se alteram quando fazemos mudangas de coordenadas lineares. O coeficiente
de A em pa(A) é chamado o traco de A. O nome do invariante dado pelo coeficiente independente em
pa(\) voce ja sabia.

4.2 coOnicas

4.2.1 classificagao das conicas

Para os fins desta secgao, uma cénica é uma curva de nivel de uma forma quadrética P(z,y). Estudaremos
apenas as conicas, curvas de nivel P(z,y) = ¢, de formas quadréticas representadas por matrizes com
determinante diferente de 0. Estas formas quadréticas sao ditas nao degeneradas.

Teorema 3 Seja P : R? — R uma forma quadrdtica ndo degenerada. Entdo o conjunto Cy = {(z,y) €
R?: P(x,y) = 1} ou é uma hipérbole ou uma elipse ou o conjunto vazio.

Demonstragao: Podemos supor que ja fizemos a composi¢ao com uma rotacao do plano de modo que a
forma quadratica é representada pela matriz diagonal

A_<g 2) com det(A) =ac#0
Sea<0ec<0entdo P(z,y) = ax? + cy? < 0 para todo valor de (z,y) € R?. Logo C; = 0.
Suponha que a > 0 e ¢ > 0. Se a = ¢, entdo P(z,y) = ar? + cy? = a(x? + y?) = 1 é a equagao da
circunferéncia de centro (0,0) e raio 4/1/a, que consideraremos como uma elipse especial. Se a # ¢, entao
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P(x,y) = ax?® + cy? = 1 é a equacio habitual de uma elipse. Mesmo para quem nao se lembrar da equacio
da elipse, é facil ver que se compuzermos P com a transforamcao linear £; : R? — R? dada por

obteremos a forma quadrética Pi(z,y) = P(Li(z,y)) = 2% + 3% e que a curva de nivel P; = 1 é a cir-
cunferéncia de centro (0,0) e raio 1. Logo, a cuva de nivel P = 1 serd a imagem da circunferéncia por
L.

Se a e ¢ tiverem sinais contrérios, entdo P(x,y) = ax? + cy? = 1 é a equagao de uma hipérbole. No caso
especial em que a = —1 e ¢ = 1 ja vimos no inicio da seccao 4 que a curva de nivel C; é uma hipérbole.
Se a =1 ec = —1 temos também uma hipérbole, imagem da anterior pela reflexdo R(z,y) = (y,x). Os
outros casos em que a e ¢ tém sinais contrarios podem ser transformados nestes dois pela transformagao
linear £5 : R? — R? dada por

Loany) = [ Y

Finalmente, no caso geral em que a forma quadratica nao é representada por uma matriz diagonal, sabe-
mos que existe uma rotacdo £ : R?2 — R? que a transforma numa matriz diagonal. Assim o conjunto C4
serd a imagem pela rotacao £ de uma elipse ou de uma hipérbole ou do conjunto vazio. O

4.2.2 exemplo em Maple

A curva de nivel P(z,y) = ¢ do exemplo da sec¢ao 4.0.1 é uma hipérbole, como se pode verificar usando
Maple:

> restart; with(linalg):
> A:=matrix(2,2,[[5,7],[7,-111);
> eigenvals(A);

4.2.3 exercicios

1. Para cada uma das formas quadréticas em 2 varidveis que ja apareceu em algum exercicio, decida se
a forma quadratica é degenerada. Caso nao seja, decida se C; é uma hipérbole ou uma elipse ou o
conjunto vazio.

2. Seja P(x,y) = ax? + cy?, com ac # 0. Mostre que as reflexdes nos eixos coordenados sdo simetrias de
Cy1 = {(z,y) € R? : P(x,y) = 1}. Mostre que as as reflexdes nas retas y = z e y = —x sdo simetrias
de C1 se e s6 se |al = |c|.

3. Seja P(z,y) = XT-A- X com A uma matriz simétrica 2 x 2 com det(A) # 0. Mostre que as reflexdes
nas retas pela origem paralelas aos autovetores de A sdo simetrias de C; = {(x,y) € R? : P(z,y) = 1}.
Mostre que se os autovalores de A tiverem o mesmo mdédulo, entdo ha mais duas reflexdes que séo
simetrias de C;.

4. Seja P(z,y) uma forma quadrética. Mostre que a rota¢do em torno da origem de um angulo 7 é uma
simetria de C; = {(z,y) € R? : P(z,y) = 1}. Sugestdo: antes de comecar a multiplicar matrizes,
pense. Este exercicio € muito mais facil que o anterior.

5. Use o comando Maple “implicitplot” para representar os conjuntos dos pontos (z, y) tais que P;(z,y) =
1, Pi(z,y) = 4, Pi(z,y) = —1 e Pi(z,y) = 0 para as formas quadraticas P; representadas pelas matrizes
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A; abaixo. Represente no mesmo grafico as retas pela origem paralelas aos autovetores de A4;. Sugestdo:
use a equagdo (implicita) da reta perpendicular a um vetor (vi,ve), que € (z,y) - (v1,v2) = 0.

2 1 2 1 11 -2 1
w=(Ps) w=( ) »=(n) = ()

-2 1 -2 0 -1 1 2 0
w=( ) (B 3) A= (h ) ()

6. Quais sdo os conjuntos de nivel possiveis Cy = {(x,y) € R? : P(x,y) = 0} para uma forma quadratica
nao degenerada P(z,y)?

7. Quais sao os conjuntos de nivel possiveis C; = {(x,y) € R? : P(z,y) = 1} para uma forma quadratica
degenerada P(z,y)?

8. Use Maple para calcular o comprimento de uma elipse az? + cy? =1, com a > 0 e ¢ > 0.

9. Use Maple para calcular a drea delimitada por uma elipse az? +cy? =1, com a > 0 e ¢ > 0. Sugestdo:
nao tente calcular em coordenadas polares. Calcule em vez disso, a drea de % da elipse.

5 superficies de revolucgao

Nesta secgao iniciaremos o estudo das quddricas, cojuntos de pontos do espago que satisfazem uma equagao
da forma Q(z,y, z) = c onde Q é uma forma quadrética. Inicialmente estudaremos as superficies de revolucao
geradas por cOnicas e veremos que sao sempre quadricas.

5.1 elipséide de revolucao

O elipséide de revolucao é a superficie gerada por uma elipse que gira em torno de um dos seus eixos de
simetria. > Suponhamos que a elipse gire em torno do eixo z e seja dada pela equacdo az? + cz?> = 1 com a

e ¢ > 0. Os pontos da elipse satisfazem a equacio z2 = % Em cada plano z = constante os pontos da

’ . ~ . ~ . . . —cz2 . . ~
superficie estarao numa circunferéncia com centro no eixo z e raio 4/ 1% e por isto satisfazem a equagao

22 +y? = % ou, em forma mais simples, a(z? + y?) + cz? = 1.

O elipséide de revolucao é entao a quadrica que corresponde a uma forma quadratica nao degenerada
Q(z,y, 2) = ax® + By? + v22. Como acontece para qualquer superficie de revolugao, toda rotacio em torno
do eixo de revolugao é uma simetria destes elipséides e dizemos que o elipséide de revolugao tem um eizo de
simetria. A reflexdo no plano passando pela origem e perpendicular ao eixo de simetria (plano equatorial)
é também uma simetria do elipsdide de revolugao, herdada da simetria da elipse. Se Q estiver na forma
Q(z,y,2) = a(x? + y?) + c2? entdo esta simetria serd a reflexdo no plano z = 0, que é a transformacao
L(z,y,z) = (z,y,—2) e dizemos que o plano z = 0 é um plano de simetria do elipséide.

A reflexdo em qualquer plano vertical é ainda uma simetria do elipséide a(z? +y?) + cz? = 1, bem como
a rotagao de m em torno de qualquer reta contida no plano equatorial.

No caso especial em que os a = ¢ o elipséide é uma esfera. Todas as rotagoes em torno de retas passando
pela origem de R? e todas as reflexdes em planos que contém a origem sao simetrias deste elipséide especial.

5.2 exemplos em Maple

Para representar as quadricas usaremos o comando Maple “implicitplot3d”. Por exemplo, experimente:

3Se a reflexdio numa reta transformar uma figura geométrica plana em si mesma, dizemos que esta reta é um eizo de simetria
da figura. Os eixos de simetria das conicas ndo degeneradas estdo descritos no exercicio 3) da seccdo 4.2.3.
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> with(plots):
> Q:=x"2+y"2+2%z72;
> implicitplot3d(Q=1,x=-1..1,y=-1..1,z=-1..1);

Cuidado com os limites! compare os resultados com:

> implicitplot3d(Q=1,x=-1/2..1/2,y=-1/2..1/2,2=-1/2..1/2);
> implicitplot3d(Q=1,x=-2/3..2/3,y=-2/3..2/3,2=-2/3..2/3);

o que dé resultados mais divertidos, mas um pouco baralhantes.
Para desenhar o elipséide como superficie de revolugao, escrevemos primeiro a expressao da elipse como
ifico d fungdo: d 24222=1 =1-222 -1/V2,1/V2
grafico de uma fungio: em vez de escrever z° 4 2z° = 1, escrevemos z = z? para z € [-1/v2,1/V/2].
O elipséide do exemplo acima é

1 1

{(x,y,z) = (\/1 — 2r2cost, /1 — 2r2 sent,r) , T E [——2,—], te [0,271’]}

[\

e pode ser desenhado com o comando ”plot3d”:

> restart; with(plots):

> sup:=[sqrt(1-2*r"2)*cos(t),sqrt(1-2*r"2)*sin(t),r]:
> a:=1/sqrt(2):

> plot3d(sup,r=-a..a,t=0..2%Pi,scaling=CONSTRAINED) ;

A instrucao ”scaling=CONSTRAINED” evita que todos os elipsdides sejam desenhados como esferas.

5.3 exercicios
Nos exercicios a seguir tome Q(z,vy, z) = 322 + 3y? + 222
1. Use Maple para representar graficamente a elipse 322 4 222 = 1.

2. Use o comando Maple “implicitplot3d” para representar graficamente o elipséide de revolugao
{(z,9,2) e R?: Q(z,y,2) = 1}

3. Descreva os conjuntos de nivel {(z,y,2) € R?® : Q(z,y,2) = 0}, {(z,y,2) € R* : Q(z,y,2) = —1} e
{(z,y,2) e R®: Q(z,y,2) = 4}.

4. Use Maple para representar o elipséide de revolugao Q(z,y,2) = 1 em forma paramétrica usando o
comando " plot3d”.

5.4 hiperboldides de revolugao

O hiperboldide de revolucao é a superficie gerada por uma hipérbole que gira em torno de um dos seus eixos
de simetria. H& dois casos a considerar, conforme o eixo de simetria intercepte ou nao a hiérbole, veja o
exercicio 1) a seguir.

Suponhamos que a hipérbole seja dada pela equacio az? — cz? =1 com a e ¢ > 0 e que gire em torno do
eixo x, o eixo de simetria que a intercepta. Cada um dos ramos da hipérbole dara origem a uma superficie de
revolucdo. Os pontos da hipérbole satisfazem a equacdo 22 = ‘””i*l que s6 tem solucdo (w, z) se ax® —1 > 0.
Em cada plano © = constante os pontos da superficie estdo numa circunferéncia com centro no eixo x e

2

az?

. . ~ 27
Tfl (se ax® > 1) e por isto satisfazem a equacdo y? + 22 = 2= =1

raio ou, numa forma mais simples
ar® — c(y? + 2%) = 1. A superficie resultante é chamada hiperboldide de duas folhas e é a quadrica que
corresponde & forma quadrética ndo degenerada Q(z,vy, z) = az? + By? + v2z2.

Suponhamos agora que a hipérbole ax? — cz? = 1 com a e ¢ > 0 gire em torno do eixo z, o eixo de

simetria que nao a intercepta. Os pontos da hipérbole satisfazem a equacio z? = e’ Fpy cada plano
a
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_ d f, . ~ . f ~ . . . 1+622
z = constante os pontos a superilicie estao numa circunferencia com centro no eixo z e raio Y € por

isto satisfazem a equacdo 2% + 2 = % ou, numa forma mais simples a(z? + y?) — c2? = 1. A superficie
resultante, que tem uma sé componente, é chamada hiperboldide de uma folha e é a quadrica que correponde
a forma quadrética nao degenerada Q(z,y, z) = ax? + By? + vz2.

Os hiperboléides de revolugao de uma ou duas folhas tém um eixo de simetria que é o eixo de revolugao:
uma rotagao de qualquer angulo em torno deste eixo tranforma o hiperboléide de revolugao em si mesmo.
Os hiperboldides de revolugao tém uma infinidade de planos de simetria: o plano equatorial, perpendicular
ao eixo de revolugao (uma simetria herdada da hipérbole) e todos os planos que contém uma reta no plano
equatorial e o eixo de revolugdo. A rotacdo de m em torno de qualquer reta pela origem contida no plano
equatorial é também uma simetria dos hiperboldides de revolugao.

5.5 exercicios
Nos exercicios a seguir tome Q1 (z,y, z) = 322 + 3y? — 222 e Qa(,y,2) = =322 — 3y? + 222

1. Use Maple para representar graficamente a hipérbole 322 — 222 = 1. Verifique que hé duas reflexdes
em R? que sdo simetrias da hipérbole. Represente no mesmo grafico a hipérbole e seus dois eixos de
simetria.

2. Use Maple para representar graficamente os hiperboléides Q¢ (z,y,2) = 1 para $ =1 ou 2.

3. Para © = 1 ou 2 descreva os conjuntos de nivel {(z,y,2) € R : Qo(z,y,2) = 0}, {(z,y,2) € R? :
Qo(z,y,2) = —1} e {(z,y,2) € R’ : Qo(x,y,2) = 1/9}.

6 formas quadraticas em trés variaveis

6.1 rotacoes no espacgo

O trabalho que fizemos para as formas quadraticas em duas varidveis pode ser feito para qualquer nimero
de variaveis: primeiro comporemos a forma quadréatica com uma rotacao de maneira que a composta seja
representada por uma matriz diagonal. Em seguida estudaremos os conjuntos de nivel possiveis para estas
formas quadraticas. Faremos este estudo para as formas quadraticas em 3 varidveis.

As rotacoes em R? de um angulo 6 em torno dos eixos coordenados sdo representadas pelas matrizes:

1 0 0 cos(f) 0 —sen(d) cos(f) —sen(d) O
Rot, = | 0 cos(#) —sen(d) Rot,, = 0 1 0 Rot, = | sen(d) cos(d) O
0 sen(f) cos(9) sen(f) 0  cos(6) 0 0 1

A rotagdo de um angulo 6 em torno de outra reta qualquer pode ser obtida por um procedimento andlogo
ao que usamos para obter a reflexao numa reta qualquer do plano: rodamos o espago em torno dos eixos y
e z até que a reta coincida com o eixo x, rodamos em torno do eixo x da quantidade 6 desejada e tornamos
a rodar o espaco de maneira que a reta volte ao seu lugar original.

6.2 exercicios
Nos exercicios a seguir tome Q1 (z,y, z) = 322 + 3y? — 222 e Qa(,y,2) = =322 — 3y? + 222

1. Sejam A; e As as matrizes simétricas que representam Q7 e Qs respectivamente. Verifique que se R é a
matriz que representa a rotagao de um angulo 6 em torno do eixo z entdo RT-Ay-R = A para<y = 1 ou
2 e para qualquer valor de 8. Conclua que estas rotagoes sao simetrias dos hiperboléides Q¢ (z,y, 2) = 1.
Verifique que se R é a matriz que representa a reflexao no plano zy entdo RT - Ay - R = A¢. Conclua
que esta reflexdo é simetria dos hiperboldides Q¢ (x,y, 2) = 1. Faga o mesmo para a reflexdao no plano
T = —y.
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Use Maple para representar no mesmo grafico o hiperboléide de revolugao Q1(x,y, z) = 1 e sua imagem
pela rotagao de 27/3 em torno do eixo x.

Use Maple para representar no mesmo grafico o hiperboléide de revolugao Qa(x,y, z) = 1 e sua imagem
pela rotagao de 7/3 em torno do eixo y.

Mostre que se R for uma matriz que represente uma rotacio em R? entdo RT = R™!.Sugestdo: verifique
primeiro que (Rotg)T - Rotg = I onde I é a matriz identidade ¢ & = x,y ou z. Mostre que se duas
matrizes tiverem a propriedade RT = R™! entdo o seu produto também terd esta propriedade. As
matrizes que satisfazem RT = R™! sdo chamadas matrizes ortogonais.

Calcule o determinante das matrizes que representam rotagoes em torno dos eixos coordenados.

Mostre que se R for uma matriz que represente uma rotacio em R? entdo para qualquer X € R?
tem-se ||R - X|| = || X]|.

Nos exercicios a seguir tome Q(z,y, 2) = 322 + 3y? + 222

7.

10.

11.

6.3

Seja A a matriz simétrica que representa Q. Verifique que se R for a matriz que representa a rotagao
de um angulo § em torno do eixo z entdo RT - A - R = A para qualquer valor de 6. Conclua que estas
rotagdes sao simetrias do elipséide Q(z,y, z) = 1.

Use Maple para representar no mesmo grifico o elipséide de revolugdo Q(z,y,2) = 1 e sua imagem
pela rotagao de 27/3 em torno do eixo x. Faca o mesmo para a rotagao de m/3 em torno do eixo y.
Decida se alguma destas rotagoes é simetria do elipséide.

Escreva a matriz da reflexdo no plano xy, dada por £1(z,y,2) = (z,y,—2). Faga o mesmo para a
reflexdo no plano z = y, dada por Ly(z,y, 2) = (y, 2, 2).

Seja A a matriz simétrica que representa Q. Verifique que se R for a matriz que representa a reflexao
no plano zy entdo RT - A- R = A. Conclua que esta reflexao é simetria do elipséide Q(z,y, z) = 1.

Seja A a matriz simétrica que representa Q. Verifique que se R for a matriz que representa a reflexao
no plano z = y entdo R - A- R = A. Conclua que esta reflexdo é simetria do elipséide Q(z,y, z) = 1.

diagonalizagao

Tal como fizemos na secgao 4.1 para duas varidveis, dada uma forma quadrética em trés variaveis, queremos
encontrar uma rotagao do espago que a transforme numa forma quadratica representada por uma matriz
diagonal, isto é, por uma matriz

o o R

0 0
80
0 ~

Em outras palavras, dada a expressao

Q(x,y, 2) = a12? + agy® + azz® + 2b1zy + 2byyz + 2bzz2

procuramos uma transformacio linear £ : R3 — R3? que complete o quadrado fazendo Q(L(z,y,z)) =
ax? + By? + v22.

Sejam s um ponto na esfera $? = {X € R?: || X|| = 1} em que Q(x,y, z) assume o seu valor maximo e
L1 a rotagao de R? que transforma s em (1,0,0) e Q1 (z,y,2) = Q(L1(x,y, 2z)). Entao

Q1 (z,y,2) = Ma? + agy® + asz> + 2b1zy + 2bayz + 2bsaz

onde M é o méximo de Q em S2. R
A restricio de Q; ao plano xy é a forma quadrética Pi(z,y) = Q1(z,y,0) = Mz? + azy? + 2b1zy que
assume o seu valor maximo para ||(z,y)|] = 1 em (1,0) (o méximo da restricdo ndo pode ser maior que o
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da forma original!). Pela proposicao 2 da seccao 4.1, segue-se que b; = 0. Restringindo agora ao plano zz
obtem-se outra forma quadrética em duas varidveis Py(z, 2) = Q1 (x,0, 2) = M2 +asz2+2bsxz que também
atinge o seu méximo para ||(z, z)|| = 1 em (1,0) e por isto b3 = 0. Portanto a rotacdo £; transformou a
forma quadratica Q(z,y, z) em

Oi(x,y,2) = Maz? + aoy® + as2? + 2523/2

Pelo teorema 1 da secgdo 4.1 existe uma rotagdo no plano yz que transforma a forma quadrética Ps(y, z) =
Q1(0,y,2) = agy® + az2? + 2byyz numa nova forma quadratica representada por uma matriz diagonal.
Resumindo o que acabou de ser provado temos:

Teorema 4 Para toda forma quadrdtica Q@ : R? — R existe uma base ortonormal em que Q € representada
por uma matriz diagonal.

Reinterpretando em termos de matrizes obtemos:

Teorema 5 Para toda matriz A, simétrica e 3 x 3, existe uma matriz de rota¢io L tal que LT AL ¢é uma
matriz diagonal.

Do mesmo modo que na seccao 4.1 estes resultados tém algumas consequéncias imediatas — veja os
exercicios 4) a 6) a seguir:

Corolario 2 Para toda matriz A, simétrica e 3 X 3, existe uma matriz L com det(L) = 1 que satisfaz
[|IL- X|| = ||X]|| para todo X € R? e tal que L~ AL ¢é uma matriz diagonal.

Coroléario 3 O polinémio caracteristico de uma matriz simétrica A tem trés raizes reais e A tem autovetores
que formam uma base ortonormal de R3.

6.4 exercicios

1. Calcule (& mao) os autovalores e autovetores (se existirem) das matrizes abaixo e verifique os seus
resultados usando Maple:

1 0 0 o2 0 1 1
Mi=|0 ¥ 1 My=| 2 2 Ms=|1 0 -1
0o 1 B 0 0 -1 1 -1 0
1 0 0 ooz 01 0
My=|o0 ¥ 1 My=| -2 Y2 o Mg=| 0 0 -1
0 —4 L 0o 0 -1 10 0

2. Para cada uma das formas quadraticas abaixo, encontre a matriz diagonal que a representa na base
do Teorema 4. Sugestdo: use Maple e nao tente encontrar a base. Eu so pedi para encontrar a matriz.

Qi(w,y,2) = V322 +ay —az+2yz  Qola,y,2) =2 +y* +2°  Qs(v,y,2) =ay+az+yz

3
Qu(z,y,2) = 202 — xy + 7y? Qs(x,y,2) = 322 — 4y + 522 + 45zxy — 87yz + 3xz

V3 V2
QG(xayu Z) = $2+7(y2+22)+y2 Q'?(:Eu Y, Z) = 7(w2+2xy+y2)—z2 QS(‘Tu Y, Z) = Q(xy—i—xz—yz)
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6.5 quadricas

Uma forma quadritica representada por uma matriz simétrica A diz-se degenerada se det(4) = 0. Os
resultados da secgao 6.3 podem ser usados para estudar os conjuntos de nivel

C,={(z,y,2) e R®: Q(z,9,2) = ¢}

para formas quadraticas ndo degeneradas Q : R? — R. Estes conjuntos de nivel sdo chamados quddricas.
Da mesma maneira que fizemos para as conicas, estudaremos os conjuntos de nivel de formas quadréticas
ja diagonalizadas, na forma

Or,y,2) = aa? + By +72%  com afly #0 (2)

Para uma forma quadratica nao degenerada qualquer, Q1, calcularemos os autovalores «, 0 e v da matriz que
a representa e estudaremos a quadrica Q(z,y, z) = ¢ para a forma quadratica Q da forma (2). A quadrica
Q1(x,y, z) = c serd obtida a partir desta por uma rotagdo do espago.

6.5.1 elipsdide

O elipséide é a quadrica que corresponde a uma forma quadratica nao degenerada Q(z, vy, 2) = ax?+By*+v2>
com autovalores a, e v todos positivos mas nao necessariamente iguais. Podemos estudar a sua forma
comparando-o com um elipséide de revolucdo, em que dois dos autovalores sao iguais. Se L5 : R3 — R3
for uma homotetia ao longo do eixo z, da forma Ls(z,y, z) = (dz,y, z) entdo Qi(x,y,z) = Q(Ls(z,y,2)) =

ad’x? + py? + v22. Para 6 = \/g a forma quadrética Q; é da forma Qi(z,y,2) = B(x? + y?) + 722 e

{(x,y,2) € R®: Qi(w,y,2) = 1} serd a imagem de um elipséide de revolugdo pela aplicagdo linear £; ' dada

por Lgl(x,y, z) = (\/% x,y,z)

Ao aplicar uma homotetia a um dos eixos coordenados algumas das simetrias do elipséide de revolucao
desaparecem. Restam apenas as reflexdes em trés planos perpendiculares e rotagoes de m em torno das trés
retas em que os planos se intersectam dois a dois.

Se Q(z,y,2) = ax® + By? + 722 os planos de simetria sdo os planos * = 0, y = 0 e z = 0, o que é
uma maneira complicada de dizer que se trocarmos o sinal de uma variavel x, y ou z, a forma quadréatica Q
nao se altera. Em geral os planos de simetria sao gerados por dois autovetores da matriz associada a forma
quadratica.

6.5.2 exercicios
Nos exercicios a seguir tome Q(z,vy,2) = 322 + y* + 222

1. Use Maple para representar graficamente o elipséide Q(z,y, z) = 1. Represente num gréafico na mesma
escala o elipséide de revolucao 322 + 3y? 4+ 222, Encontre uma homotetia ao longo de uma reta em R?
que transforme o elipséide de revolugao 3x2 + 3y? + 222 no elipséide Q(z,y, z) = 1.

2. Use Maple para representar no mesmo gréfico o elipséide Q(z,y, z) = 1 e sua imagem pela rotacao de
27 /3 em torno do eixo x. Faga o mesmo para a rotagao de w/4 em torno do eixo z e para a rotacao de
/2 em torno do eixo y.

3. Seja A a matriz simétrica que representa Q. Verifique que se R for a matriz que representa a reflexao
em algum dos planos coordenados entio RT - A- R = A. Conclua que estas reflexdes sdo simetrias do
elipséide Q(z,y,z) = 1.

4. Descreva os conjuntos de nivel {(z,y,2) € R : Q(z,y,2) = 0}, {(z,y,2) € R® : Q(z,y,2) = —1} e
{(z,y,2) e R®: Q(z,y,2) = 1/4}.
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6.5.3 hiperboldides

Os hiperboléides sdo as quadricas que correspondem a formas quadréticas nao degeneradas Q(zx,y,z) =
ax? + fy? + v2% em que os autovalores a, B e v tém sinais diferentes. Tal como fizemos para o elipséide,
estudaremos estas quédricas comparando-as com os hiperboléides de revolucao, em que dois dos autovalores
sao iguais.

Suponhamos que o > 0 e v < 0 e seja L5 : R3 — R3 uma homotetia ao longo do eixo y da forma
Ls(z,y, 2) = (z,8y, 2) de modo que Q(z,vy,2) = Q(Ls(z,y,2)) = ax? + 35%y* + v2°.

Se # < 0, tomando 6 = , /3 (atengdo! % > 0) transformamos a forma quadratica Q na forma Qi (z,y,z) =

Q(Ls(w,y,2)) = ax®+v(y?+22) e concluimos que a quidrica é uma deformacio do hiperboléide de revolucao
de duas folhas.
Se < 0, tomando § = \/% transformamos a forma quadratica Q na forma Qi (z,y, z) = Q(Ls(z,y, 2)) =

a(z? + y?) + v22% e concluimos a quadrica é uma deformacao do hiperboléide de revolucio de uma folha.

Ao aplicar uma homotetia a um dos eixos coordenados os hiperboléides passam a ter menos simetrias,
restando apenas as reflexoes em trés planos perpendiculares, gerados por dois autovetores da matriz associada
a forma quadrética e rotagoes de m em torno das trés retas em que os planos se intersectam dois a dois,
paralelas aos autovetores..
6.5.4 exercicios

2 2

Nos exercicios a seguir tome Qi (x,y, z) = 322 + 4 — 22% e Qo(x,y, 2) = —32% — & 4 222

1. Use Maple para representar graficamente os hiperboldides Qg(z,y,z) = 1 para & = 1 ou 2.

2. Mostre diretamente que as reflexdes nos planos coordenados sao simetrias dos hiperboldides Qg (z, y, z) =
1 para & =1 ou 2.

3. Use Maple para representar no mesmo grafico o hiperboldide Qs(x,y, z) = 1 e sua imagem pela rotagao
de 7/2 em torno do eixo z.

4. Use Maple para representar no mesmo grafico o hiperboldide Qs (z,y, z) = 1 e sua imagem pela rotacao
de 27/3 em torno do eixo z.

5. Use Maple para representar no mesmo grafico o hiperboldide Qs(x,y,z) = 1 e sua imagem pela rotagéo
de 7/3 em torno do eixo y.

6. Para & = 1 ou 2 descreva os conjuntos de nivel {(z,y,2) € R : Qa(z,y,2) = 0}, {(z,y,2) € R? :
QQ(.I,y,Z) = _1} € {(Iayvz) € R3 : QQ(I,y,Z) = 7}

7. Mostre que dada uma forma quadratica Q se {(x,y,2) € R®: Qi(z,y,2) = 1} for um hiperboléide de
uma folha entdo {(z,y, z) € R®: Q1(x,y,2) = —1} serd um hiperboléide de duas folhas.

6.5.5 classificagcao das quadricas

Podemos resumir os resultados desta seccao da seguinte maneira:

Teorema 6 Seja Q : R® — R uma forma quadrdtica nao degenerada. Entdo o conjunto Cy = {(x,y,2) €
R3: Q(z,y,2) = 1} ou é um hiperboldide de uma ou duas folhas ou um elipsdide ou o conjunto vazio.

Este resultado pode ser reformulado em termos de matrizes para dar informacao mais precisa:
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Teorema 7 Seja A uma matriz simétrica 3x 3, com det(A) # 0. O conjunto C; = {X € R®*: XT-A.-X =1}
€ um dos sequintes:

e se 0s autovalores de A forem todos positivos entdo Cy € um elipsdide.
e se apenas um dos autovalores de A for negativo entao Cy € um hiperboldide de uma folha.
e se exatamente dois dos autovalores de A forem negativos entdo C1 é um hiperboldide de duas folhas.

e se 0s autovalores de A forem todos negativos entio Cy = ().

Finalmente podemos resumir toda a informagao sobre simetrias num s6 teorema:

Teorema 8 Seja A uma matriz simétrica 3 x 3, com det(A) # 0. Entdo a quddrica C; = {X € R3 :
XT.A-X =1} tem sempre trés planos de simetria dois a dois ortogonais (gerados por pares de autovetores)
e que se intersectam nas retas paralelas aos autovetores de A.

A quddrica Cy terd um eizo de simetria se e so se for uma superficie de revolucdo, o que acontecerd se
e s6 se A tiwer dois autovalores iguais.

6.5.6 exercicios

1. Descreva as quadricas definidas por X7 - A-X = 1 para cada uma das matrizes A abaixo, represente-as
graficamente e descreva as suas simetrias:

1 2 3 11 1 0 1 1
2§_1 1 2 2 1 0 -1
3_1_% 1 2 3 1 -1 0
-9 -2 3 0o 1 1 0 1 1
-2 9 1 1 0 -1 1 0 1

3 1 -9 1 -1 0 1 10

2. Calcule e diagonalize a matriz da forma quadratica Q(z,y, z) = 22 + y? + 2. Verifique se se trata de
uma forma quadratica degenerada. Em caso negativo classifique a quadrica Q(x,y, z) = 1 e descreva
as suas simetrias. Calcule a matriz de Q na base seguinte e verifique se os elementos da base sao

ortogonais entre si:
u=(1,-1,0); v=(1,1,1); w=(1,1,-2)

3. Considere a forma quadritica Q(x,y,z) representada pela matriz A que é o produto das matrizes
abaixo por esta ordem:

2 00 1 00 1 00 cos(m/3) sen(w/3) 0
A= 0 1 0 ]-{ 0O -1 0 ]-1 0 2 0 |- | sen(sn/3) cos(x/3) 0
0 01 0 0 1 0 01 0 0 1

Escreva a expressao de Q(z,v, z). Verifique que Q nédo é degenerada, classifique as quadricas Q(z,y, z) =
1e Q(z,y,2) = —1 e descreva as suas simetrias. Encontre uma base de R em que Q é representada
por uma matriz diagonal. Represente as quadricas acima graficamente.

4. Verifique se existe uma forma quadratica @ em R? tal que Q(z,y,2) = 1 seja um hiperboldide de
revolugao de duas folhas cujo eixo de simetria seja a reta x = y = z e que contenha os pontos (1,1,1)
e (3,2,2).

5. Verifique se existe uma forma quadratica Q em R? tal que Q(z,y, 2) = 1 seja um hiperboléide de uma
folha que contenha os pontos (3,1,0), (4, —4,—5) e (5,—5,—T).
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6. Verifique se existe uma forma quadratica @ em R? tal que Q(x,y,2) = —1 seja um elipséide que
contenha os pontos (3,1,1), (3,—1,—1), (-3,2,—2) e (—3,2,—2). Caso exista, encontre Q e responda:
Quais os planos de simetria do elipséide que encontrou? Serd posivel encontrar um elipséide de revo-
lugdo que contenha estes pontos?

7. * Mostre que dados dois pontos em R? existe uma infinidade de elipséides Q(z,y, z) = 1 distintos
que os contém. Qual o nimero minimo de pontos em R3 que permite garantir que existe um tnico
elipsdide que os contém?

7 polinémios outra vez

No exercicio 4) no fim da seccao 1, exercicios 1.2 voce deve ter verificado que a composta de uma forma
quadratica com uma translacao nunca é uma forma quadratica, a menos que se use a translacao trivial
T (z,y) = (z,y). Por exemplo, para P(z,y) = 3z% + 2xy e para 7 (z,y) = (v,y) + (1, —3) obtem-se

P(x,y) = P(T (x, )) Plx+1,y—3)=3x+1)?+2x+1)(y—3) =
=3(*+2r+1)+2(xy—3r+y—3) =322+ 22y +2y —3

que nao é uma forma quadratica.

A composta P(x,y) = P(T (x,y)) é um polinémio de grau 2 ndo homogéneo. Como P foi obtido a partir
de P por uma translacao, entao os conjuntos de nivel de P sdo imagem dos de P pela translacdo 7 ~!. Mais
precisamente, P(z,y) = ¢ se e somente se T (z,y) = (x1,%1) estiver no conjunto P(z1,y1) = ¢. No exemplo
acima, o conjunto de nivel P(x,y) = 1 é uma hipérbole, e 75(x,y) = 1 é a imagem desta mesma hipérbole
pela translaciao 7 (x,y) = (z,y)+(—1,3). O conjunto de nivel P(x,y) = 0 é constituido por duas retas que
se cruzam na origem, logo o conjunto de nivel 75(:1:, y) = 0 é formado por duas retas paralelas as anteriores
que se cruzam em (—1,3).

Este mesmo método pode ser usado para representar curvas de nivel de qualquer polindmio de grau 2
que tenha sido obtido compondo uma forma quadratica com uma translagao. O conjunto destes polinémios
¢ descrito no teorema a seguir:

Teorema 9 Dados P : R> — R uma forma quadrdtica, L : R? — R uma transformacdo linear e ¢ um
nimero real, considere o polinomio P(z,y) = P(x,y) + L(x,y) + c. Se P ndo for degenerada entdo existem
sempre translagoes T, : R — R e To : R? — R? tais que P(x,y) = T1(P(T2(z,v))).

Demonstracao: Como a forma quadréitica P nao é degenerada, existe uma rotacdo p : R?2 — R? tal que

Piw,y) = Plo(a,y) = aa® + By com a#0#0

e por isso ~
Plp(z,y)) = Pi(x,y) + L(p(z,y)) +c .

Como L(p(z,y)) é uma transformagao linear £ o p : R?> — R, podemos escrevé-la na forma L(p(z,y)) =
ax + by com a e b € R obtendo:

Pp(x,y)) = Pi(z,y) + ax + by + ¢ = az’ + By’ + az + by + ¢ .

A tese do teorema é que sempre podemos completar o quadrado, o que pode ser calculado explicitamente:

ﬁ(p(:t,y)):a(;v+%)2+ﬁ(y+%>2+0273(p(w—i— ,y+2b6))+0

o= () (%))

com
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o seja, P(p(x,y)) = P(p(Ta(x,9))) + C = T(P(p(Ts(x,y))) onde Ty : R — R e T : R? — R sio as
translagoes:

b
Ti(z)=z+C e %(m,y)z(w—i—%,y—i——) .

20
Compondo com a rotacio p~* obtemos P((x,y)) = T 0o PopoTzop '(x,y) e para que o teorema fique
demonstrado basta verificar que T3(z,y) = po T3 0 p~*(z,y) é uma translagio. O

Em termos geométricos, provamos que o conjunto de nivel de um polinéomio de grau 2 com parte
quadréatica nao degenerada é sempre a imagem por uma translacdo de algum conjunto de nivel da parte
quadratica. As possibilidades sdo: uma elipse ou um ponto ou o conjunto vazio se a parte quadrética tiver
autovalores de sinais iguais, uma hipérbole ou duas retas se os sinais dos autovalores da parte quadratica
forem diferentes.

7.1 exercicios

1. Use Maple para representar graficamente as conicas definidas por P;(z,y) = 0, para cada um dos
polinémios P;(x,y) abaixo.

Pi(z,y) =2 +y* —y + 22y Po(z,y) = 202 — 162 + 30 + y* — 14y + 4y

Ps(z,y) =2z —y> +5y+2  Pa(x,y) =22 — 14z + 24 + ¢ — 8y + 2y
Ps(z,y) = 2° — 8z + 16 4+ 3° — 9y + 2y Po(z,y) = —2° — 22 — 2 — > + 2y — 2y

2. Para cada um dos polinémios P;(x,y) acima decida se é possivel encontrar uma transla¢ao do plano
que o transforme numa forma quadratica e neste caso use Maple para encontrar explicitamente a
translagao.

3. Quais sdo as simetrias das conicas P;(z,y) = 0 do exercicio 17

4. Serd possivel encontrar um polinémio P : R? — R2 de grau 2 tal que o conjunto de nivel {(z,y) :
P(z,y) = 1} seja uma hipérbole contendo o ponto (6, —2) e simétrica para a reflexao nas retas y = 3x+1
ey=—x/37?

5. Seréd possivel encontrar um polinémio P : R? — R2 de grau 2 tal que o conjunto de nivel {(z,y) :

P(z,y) = 1} seja simétrico para a reflexdo nas retas y = —x +4 e y = 3z + 1 e contenha os pontos
(1,-3) e (2,-1)7

6. Serd possivel encontrar um polinémio P : R? — R? de grau 2 tal que o conjunto de nivel {(z,vy) :

P(x,y) = 1} seja simétrico para a reflexdo nas retas y = —x +4 e y = © — 3 e contenha os pontos
(1,-3) e (2,-1)7

7. Mostre que se £ : R?> — R? for uma transformacao linear com inversa £~ e se 7 : R? — R? for
uma translacdo, entdo £ o7 o £~! é uma translacdo.

8. Mostre que a composta de um polinémio de grau 2 no plano com uma transformacao afim do plano é
sempre um polinomio de grau < 2.

9. Dé um exemplo de um polinémio de grau 2 no plano e de uma transformacao afim tais que a sua
composta tem grau menor que 2.

10. * Mostre que a composta de um polinémio de grau 2 no plano com uma transformacao afim inversivel
do plano é sempre um polinomio de grau 2.

11. * Enuncie e demonstre o resultado andlogo ao teorema 9 para polinémios de trés varidveis.
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8 formas degeneradas

Na demonstracao do teorema 9 foi essencial que a forma quadréatica nao fosse degenerada, para podermos
dividir pelos autovalores « e 3. Para formas degeneradas o resultado nao é verdadeiro, como se vé no exemplo
da forma quadrética P(z,y) = 2. O conjunto de nivel P(x,y) =k é vaziose k <0, é o eixo y se k =0, e é
composto pelas duas retas verticais © = vk se k > 0. Se o teorema fosse vélido para P entdo os conjuntos
de nivel do polinémio 22 — y seriam imagem de um dos conjuntos acima por uma translacdo, o que é um
absurdo porque 2 — y = 0 é a equacao de uma pardbola.

Se a forma quadratica P(z,y) for degenerada ainda podemos descrever as curvas de nivel de P(z,y) =
P(z,y) + L(x,y) + c com L : R? — R linear e ¢ € R usando uma construgao andloga a do teorema 9. A
forma P(z,y) serd degenerada se e sé se algum dos autovalores da matriz que a representa for zero. Se os
dois autovalores forem iguais a zero, entdo P(z,y) = 0 e P(z,y) = L(x,y) + ¢. Os conjuntos de nivel de P
sao os mesmos de L, isto é, retas.

O caso em que um dos autovalores da matriz que representa P ¢é diferente de zero e o outro é igual a zero
é mais interessante. Por uma rotagao p do plano podemos escrever

Plp(e.y) = az® e Plple,y) = az® + Lip(x,y)) + ¢ = aa® + az + by +

como na demonstragdo do teorema 9, tomando 5 = 0. Ainda podemos completar o quadrado em x:

~ a \2 a?

’P(p(:v,y)):a(x-i-%) +by+C com CZC—(E)
e assim encontramos uma rotagao p do plano e duas translagoes 71 : R — R e T3 : R? — R? tais
que T (P(p(Ta(x,y)))) = ax® +by. Se b # 0 os conjuntos de nivel desta expressao sao as parabolas
y = —ax?/b+ const. e os de P serdo também parabolas, transladadas e rodadas.

8.1 exercicios
Nestes exercicios faremos o estudo em Maple das conicas como interesecgoes de um cone com um plano.

1. Considere a forma quadrética Q(z,vy, z) = 22 + y? — 22. Use Maple para verificar que todos os pontos
da superficie de revolugao (z,y,z) = (rcos(t), rsen(t),r) estdo na superficie de nivel Q(z,y,z) = 0.
Represente esta superficie usando “plot3d([r cos(t), r sen(t), r],r = —1..1,t =0..2*Pi)”. Compare com o
resultado de “implicitplot3d(z? + y? — 22 = 0,0 = —1..1,y = —1..1,2 = —1..1)".

2. Dado a € R, considere o plano P, em R? perpendicular ao vetor (1, a,0), que é dado por
P, ={(x1,22,—21 — ax2), com xz1,22 € R} .

Represente no mesmo grafico o cone do exercicio anterior e estes planos para a = 0, a = +1/4 e
a = £1/2. A maneira mais facil de fazer a figura é usar “plot3d”, usando os mesmos dois parametros
para a superficie e para os planos.

3. Use Maple para calcular a restricdo da forma quadratica Q(zx,y, z) ao plano P, e para verificar que o
resultado é um polinéomio de grau 2 75,1(:101,:102) cujos coeficientes dependem do valor de a. Escreva a
matriz da parte homogénea de grau 2 de P, e calcule os seus autovalores. Descreva as curvas de nivel
Po=0¢ represente-as graficamente usando o comando “implicitplot”.

4. Repita os exercicios 2 e 3 para o plano perpendicular ao vetor (0,a,1) com a € R.

5. * Mini-projeto para quem quer saber mais sobre conicas
Chamamos conica degenerada aos conjuntos de nivel P(z,y) = 0 de uma forma quadratica P qualquer
e também aos conjuntos de nivel 75(:10, y) = £1 de um polindémio de grau 2 cuja parte quadratica é
degenerada. Mostre que as conicas degeneradas sao: um ponto, uma reta, duas retas, uma pardbola
ou o conjunto vazio. Use Maple para escrever a equagao da intersecgao de um cone com um plano em
R? e mostre que as conicas sao realmente interseccdes do cone com o plano.
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6. * Para saber mais sobre conicas e quddricas leia o primeiro capitulo de Geometry and the Imagination
de Hilbert e Conn Vossen.



