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1 Areas no plano

Esta seccao é uma revisao rapida da teoria de integracao de fungoes de uma variavel real.
Dada uma fungéo f : [a,b] — R, queremos calcular a drea da regido no plano entre o grafico y = f(x)
e o eixo zz, para x € [a,b], como a parte azul na figura que voce fard com os comandos Maple a seguir:

> restart;

> with(plots):

> f:=sin(4*x)+cos(5%x)+3;

> a:=Pi:b:=3%Pi:

> Pf:=plot(f,x=a..b,filled=true,colour=cyan) :
> Pq:=plot (f,x=0..4%Pi,colour=black):

> display([Pf,Pql);

Aqui f(x) =sen4z + cos 5z = 3 no intervalo [a,b] = [, 37].
A &rea serd calculada aproximadamente usando retangulos. Uma aproximacao por R = 8 retangulos é
desenhada executando, depois dos comandos Maple acima, os seguintes:

R:=8:

delta:=(b-a)/R:

X:=[seq(atj*delta,j=0..R+1)]:

Y:=[seq(subs(x=X[j-11,£),j=1..R+1)]:
ListaRets:=[Pq,seq(plot(Y[j],x=X[j-1]..X[j],filled=true),j=2..R+1)]:
display(ListaRets);

V V V V V V

Observe como a aproximagao melhora quando aumentamos o valor de R, por exemplo para o dobro. Com 64
retangulos o desenho j& se parece bastante com a area a calcular e com 128 retangulos ja é preciso ampliar
bastante o desenho para ver a diferenca.

No programa acima, dividimos o intervalo [a,b] em R = 2" intervalos de mesmo tamanho, delimitados
por R + 1 pontos uniformemente espagados em [a,b], dados por z; = a + j6, para j = 0,...,R, com
on, = (b—a)/R, ou seja,

Ty = a, x;=xj_1+0, j=1...,R, rr =0b.

Para o desenho, usamos como altura do retangulo o valor de f no ponto x; da esquerda do intervalo [z;, x;11]
i=0,...,R—1. Obtemos uma aproximacdo F(n) para a drea, dada pela soma das dreas dos R retangulos:

2" -1
E(n) =Y nf(xs)
§=0

que podemos chamar de drea aproximada & esquerda. Poderiamos ter usado o valor de f em outro ponto do
mesmo intervalo, o que daria uma outra aproximagao para a mesma regiao. Por exemplo, podemos definir
a drea aproximada & direita D(n), usando como altura o valor da fungdo no extremo direito do intervalo

[T, Tiy1]: -
D(n) = 6nf(x;)

o que dara um outro valor aproximado para a area.

Podemos calcular uma aproximagao por excesso da drea, A(n), usando como altura de cada retangulo o
méximo da fungéo f no intervalo [z;, x;11] e uma aproximacao por defeito, a(n) usando o minimo da fungéo
no mesmo intervalo:

€T, Tit1] Ti,2i41]

A(n) = Z5n max f(x) a(n) = Zén we[min fx).

Teorema 1 Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua, a < b € R. Entao as sucessoes A(n), a(n), E(n) e
D(n) convergem para o mesmo limite quando n — 0.
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Demonstragao: Para todo n tem-se:
a(n) < E(n) < A(n) a(n) < D(n) < A(n)

de modo que basta mostrar que as sucessoes A(n) e a(n) convergem para o mesmo limite. Para isto comega
mos por observar que para todo n tem-se:

m(b—a) <a(n) <An) < M(b-a)

onde M e m sdo o méximo e o minimo de f no intervalo fechado [a,b], respectivamente. Cada uma das
sucessoes A(n) e a(n) é mondtona, respectivamente decrescente e crescente. Esta ultima propriedade vem
da maneira como construimos os retangulos: cada um dos retangulos usados na aproximagao A(n + 1) estd
contido em um dos retangulos usados em A(n), cuja base foi dividida ao meio para fazer a aproximagcao
seguinte.

Como as duas sucessoes A(n) e a(n) sdo mondtonas e limitadas, entdo elas convergem. Resta ver que
convergem para o mesmo limite. Para isto estimamos o érro cometido em cada aproximagao, que é

S(n):A(n)—a(n):§6n< max  f(z) — min f(x))zéni<$emax f(z)— min f(@).

TE€[xi,Tit1] TE[Xi,Tit1] = lzizit1] TE[Xi,Tit1]

h—
Sabemos que lim §, = lim 2Ta = 0 e pela continuidade de f temos

n—oo n—oo

lim( max f(z) — min f(x)>:

n—0o0 \ z€(x;,Tit1] TE€[T;,Tit1)

logo lim &£(n) = 0, como queriamos. O

n—oo

Denotamos o limite lim,,_, a(n) = f; f(z)dz e definimos a drea (orientada) entre o grafico de f e o eixo
como sendo este limite.
Dizemos que uma fungao f : [a,b] — R é seccionalmente continua em [a, b], se existir um conjunto finito

de pontos a = ¢ < ¢1 < ... < ¢ < cpy1 = b tais que f é continua em cada um dos intervalos [¢;, ¢jy1,
j=0,...,k, o que quer dizer, em particular, que existem os limites lim+ fl@)e lim f(z),j=0,... k.
T—c; xHC;Jrl

Isto é, pode existir um ntmero finito de pontos onde f tem uma descontinuidade de tipo salto. O Teorema
1 continua vélido para fungoes seccionalmente continuas em vez de continuas.

Convém lembrar que a integral define uma &rea orientada: as regides abaixo do eixo horizontal sao
consideradas areas negativas.

1.1 exercicios

1. (a) Escreva um procedimento ‘Esquerda’ em Maple que dados: nuimeros a,b, uma expressao f(z) e

b
um natural n; calcule E(n), o valor aproximado de / f(x)dx usando 2™ retangulos, com altura
a

estimada a esquerda.
3
(b) Use o procedimento ‘Esquerda’ para calcular o valor aproximado de sen 4x cos bx + 3dxr com

diferentes valores de n. Compare com o resultado obtido usando o comando ‘int’ de Maple.
2. Modifique o procedimento do exercicio 1a) para produzir um procedimento ‘Direita’ que calcule D(n),

b
o valor aproximado de / f(x)dx usando 2™ retangulos, com altura estimada & direita.
a
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3. Modifique as instrugoes Maple do texto que foram usadas para representar os retangulos com &rea
E(n) para que passem a representar os retangulos com drea D(n).

4. Paran = 1,...,7, calcule a diferenga entre o resultado dos procedimentos que escreveu em la) e 2)
3

aplicados ao calculo de / sen 4z cos 5x + 3dx. O que pode concluir a partir destes calculos?
s

5. Use os seus procedimentos para obter estimativas de E(n), D(n) e £(n) para f(x) = sen(%5) + cos(x),

a =37m/2, b= e compare as estimativas com o valor obtido usando o comando ‘int’ de Maple. Faca
o gréfico de f no intervalo [a,b]. O que se pode concluir?

z+1 se >0

coma=—1leb=3.
senx se x<0

6. Repita o exercicio 5) para: f(z) = {

7. Sejam: n um numero natural, 7o = a < b= z9» € R, §,, = 1’2_%, rj =xj_1+0, € [a,b e f:[a,b] — R

uma fungao seccionalmente continua.

(a) Seja tj, j =1,...,2" o trapézio cujos vértices sdo os pontos: (x;_1,0), (x;,0), (z;—1, f(z;-1)),
(xj, f(z;)). Escreva um procedimento Maple que, dados a,b,n e f, represente na mesma figura
os trapézios t; para j =1,...,2" e o gréafico de f(z).

(b) Calcule a area de t;.

(¢) Escreva um procedimento Maple que, dados a,b,n e f, calcule a drea T'(n) que é a soma das dreas
dos trapézios t; para j =1,...,2".

(d) Mostre que a(n) < T(n) < A(n) para todo n natural.

(e) Compare o valor de T'(n) com os resultados dos exercicios acima. Este método de cdlculo aprox-
imado de 4reas chama-se método dos trapézios. Para funcoes de classe C' pode-se mostrar que
T'(n) converge para ff f(x)dx muito mais depressa do que E(n) e D(n).

2 Integrais de funcoes de duas variaveis reais

Podemos adaptar o método da seccdo 1 para calcular o volumes em R3.

Dado um retangulo R = [a,b] X [¢,d] C R? e uma fungao ¢ : R — R queremos calcular o volume
orientado da regiao entre o gréfico de ¢(z,y) e o plano horizontal (que é o gréfico da fungao constante
igual a zero). Comegamos por subdividir o retangulo R, subdividindo cada um dos seus lados em R = 2"
segmentos. Adaptando a notagao da seccao 1, temos:

h—
op = 2na7 9 = a, x;=axi-1+90, ji=1,...,R, = z;=a+jo,, rr =0
sy =1 = - 5y =1 — ¢+ joY —d

"= "om Yo = ¢, Yy =vyj-1+9d, J=1....R, = yj=c+joy, Yr =
e assim obtemos 22" retangulos Rij = [wi—1,2] X [yj—1,y;], para 4,5 = 1,...,R. Calculamos o volume

aproximado escolhendo como base um paralelepipedo para cada um dos pequenos retangulos e usando como
altura o maximo de ¢(z,y) no retangulo, o que nos dé um volume V(n) aproximado por excesso. O volume
v(n) aproximado por defeito é obtido usando o minimo de ¢(z,y) como altura:

2m 2™
V(n) = Jzzjl 58 max e(ey)  v(n) = ;1 50, i ().

Teorema 2 Seja ¢ : [a,b] X [¢,d] — R uma fungdo continua, a <b € R ec < d e R. Entio as sucessoes
V(n) e v(n) convergem para o mesmo limite quando n — oo.
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A demonstragao é tao parecida com a do Teorema 1 que néo vale a pena ser feita e fica como exercicio.
Definimos fR © = lim, o V(n). Este limite pode ser calculado aproximadamente usando paralelepipedos
cuja altura é o valor de ¢ em algum ponto escolhido do retangulo R;;, como foi feito na sec¢do 1. Aqui ha
mais escolhas naturais, como por exemplo:

2/”/ 2’”/
Z Snoneo(Tiz1,Yj—1) Z Snone(Ti, y;)-
i,j=1 ,j=1

O calculo da integral é uma adaptacao moderna do método clédssico de calculo do volume de um soélido
por ezaustdo’ que, no Livro XII dos Elementos de Euclides (séc. III a.C.) é atribuido a Eudoxo (séc IV
a.C.). O método consiste em estimar o volume V' (n) de um conjunto de 22" paralelepipedos que contém
o sélido no seu interior e o volume v(n) de outros paralelepipedos que estdo contidos no interior do sélido.
O Teorema 2 diz que existe um tdnico valor v tal que para todo n, v(n) < v < V(n). Esta formulagdo do
célculo de volumes foi feita por I. Newton (1642-1727) e tornada rigorosa, para os padroes atuais, por A.L.
Cauchy (1789-1857).

2.1 exercicios
1. Mostre que para todo n, v(n) < EE(n) < V(n) e v(n) < DD(n) < V(n).

2. Mostre que se ¢ : [a,b] X [¢,d] — R for continua entdo as sucessées FFE(n) e DD(n) convergem para
Jr -

3. Modifique o procedimento ‘Esquerda’ do exercicio 1a) da secgdo 1 para obter um procedimento que
calcule aproximadamente o volume fR ¢ usando 2™ x 2™ paralelepipedos como em EE(n).

4. Mostre que se ¢ : R — R for uma fungao continua e se k € R entao fR kp=Fk f’/z ¢ (cuidado com o
sinal de k).

5. Mostre que se ¢ e ) : R — R forem fungdes continuas e se ¢(x,y) < ¢(z,y) para todo (z,y) € R
entao [ ¢ < [ V.

6. Mostre que se ¢ e 1 : R — R forem fungoes continuas entao fR(go +) = fR w+ fR .

3 Descontinuidades

Na seccao 2 calculamos o volume da parte de um prisma de base retangular que fica abaixo do grafico de uma
fungao continua — na verdade definimos este volume como um limite. Seria interessante calcular volumes
de regioes cujas bases tivessem outras formas, como por exemplo a regiao azul dada pelas instrugoes Maple:

> restart: with(plots):

> gl:=sin(3%x)*cos(2*x)+1;

> g2:=1+3*cos (x/4)/2;

> plot([gl,g2],x=0..2%Pi,filled=true, colour=[white,bluel);

Para uma regiao mais simples, experimente:

> restart: with(plots):

> gl:=sin(x/2) :g2:=2*sin(x/2):

> plot([gl,g2],x=0..2*Pi,filled=true, colour=[white,blue]);
> phi:=(x-Pi) "2+(y-1)"2+1;

> plot3d([phi,0],x=0..2%Pi,y=1..2,colour=[blue,cyan]);

> cristal:=subs(y=gl,phi);

INo folclore: o método da exaustdo consiste em calcular volumes até ficarmos exaustos.
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paredel:=plot3d([x,gl,z],x=0..2%Pi,z=0..cristal):
crista2:=subs(y=g2,phi);
parede2:=plot3d([x,g2,z],x=0..2%Pi,z=0..crista?2):
tampas:=plot3d([phi,0] ,x=0..2%Pi,y=gl..g2,colour=[blue,cyan]):
display(paredel,parede2,tampas) ;

V V V Vv V

O primeiro “plot” desenha a base e a preimeira instrugao “plot3d” faz o gréfico de ¢(x,y) sobre um retangulo.
A instrucao “display” mostra um sélido do tipo daqueles cujo volume queremos calcular. Para desenhar
o so6lido correspondente a primeira regiao que desenhamos, basta substituir as expressoes de gl e g2 e
acrescentar uma terceira parede (porque?) com as isntrugoes:

> crista3:=subs(x=0,phi);L1:=subs(x=0,gl) :L2:=subs(x=0,g2) :
> parede3:=plot3d([0,y,z],y=L1..L2,z=0..crista3):
> display(paredel,parede2,parede3,tampas);

Se deixarmos o programa sem a terceira parede podemos ver o sélido pelo lado de dentro (nao se queixe se
achar o exemplo confuso).

Em geral, seja Q C R = [a,b] X [¢,d] C R? uma regiao como as que desenhamos com Maple, isto é, uma
regiao delimitada pelos graficos de duas fungoes

Q={(z,y):x€a,b] e gi(x) <y<g(x)}

com g; e go : [a,b] — [c, d] fungdes de classe C'. O “prisma de altura 1 e base Q” é a regido entre o plano
{(z,y,2) : z =0} e o grafico da fun¢do caracteristica xa(z,y):

1 se (z,y) €l
Yo R —TR xn(ﬂc,y):{o se Enggﬂ

e pode ser desenhado em Maple, para g; e go no exemplo acima, substituindo nas instrugoes a fungao
¢(x,y) pela funcao constante p(z,y) = 1. A partir da funcdo caracteristica poderfamos definir o volume
entre o grafico de uma fungao ¢(x,y) e o plano z = 0, para (z,y) € Q como o volume entre o grafico de
Y(x,y) = e(x,y) - xalz,y) e o plano z = 0 para (z,y) € R. O problema é que o Teorema 2 nao pode ser
aplicado porque as fungdes xq e ¥(z,y) sdo descontinuas. Para calcular o volume do prisma e o do sélido
precisamos de uma extensao do conceito de integral.

Continua a ser possivel definir os volumes aproximados V(n) e v(n) para a fungdo xq, j4 que ela tem
um mAaximo e um minimo em cada retdngulo R;; e continua a ser verdade que V(n) e v(n) sdo mondtonas e

limitadas e portanto convergem. A tnica dificuldade em definir / Xq reside em mostrar que lim,, o, V(n) =
R
lim,, o v(n). Para o caso de uma varidvel definimos a integral para fungdes que tinham descontinuidades

bem comportadas, desde houvesse poucos pontos de descontinuidade. No plano teremos que nos preocupar
com a maneira como as descontinuidades estao distribuidas, o que poderd afetar a igualdade dos dois limites.
Definimos uma fungio seccionalmente continua em um retangulo R = [a,b] X [¢,d] C R? como sendo uma
fungao ¢ : R — R cujas tnicas descontinuidades em R estao todas contidas em um nimero finito de
graficos y = gj(x), j = 1,..., k de fungdes de classe C'. Além disto, exigimos que as distribui¢des marginais
fz i [e,d] — R dadas por f.(y) = ¢(z,y), sejam seccionalmente continuas — ou seja, exigimos que nos
pontos de descontinuidade, existam os limites de f,(y) & esquerda e a direita (sem serem necessariamente
iguais). Esta arrumagio das descontinuidades faz com que seja possivel ignorar o erro que elas introduzem
nas estimativas de V(n) — v(n), e obtem-se o resultado a seguir, que néo provaremos.

Teorema 3 Seja ¢ : [a,b] X [¢,d] — R uma fung¢do seccionalmente continua, a < b € R ec < d € R.
Entao as sucessoes V(n) e v(n) convergem para o mesmo limite quando n — 0o.
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3.1 exemplo e exercicio

1. Uma outra maneira de produzir os graficos dos exemplos acima é escrever a fungao ¥ (z,y) = ¢(z,y)xa(z,y)
como um procedimento:

psi:=proc(x,y) local gl,g2;
gl:=proc(x)sin(3*x)*cos(2*x)+1 end proc;
g2:=proc(x)1+3*cos(x/4)/2 end proc;

if ((y<gi(x)) or (y>g2(x))) then O

else (x-Pi)~2+(y-1)"2+1 end if

end proc;

V V V V VvV V

Para descobrir porque nao escolhemos este processo, faca:
> plot3d(psi,0..2%Pi,1..2);
e compare com os resultados dos exemplos acima.

2. Use o procedimento do exercicio 2.1.3 para calcular aproximadamente / v onde ¥(x,y) é a funcdo

definida pelo procedimento do exercicio 1) e onde R = [0,27] x [1, 2].



