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1 derivadas

Nesta secgao estudaremos derivadas de fungoes de duas varidveis p(z,y) ou de trés varidveis ¥ (x, y, z). Como
acontece com as fungoes de uma varidavel e com as trajetérias no plano, a derivada nos dard informagao
geométrica sobre a funcao.

J& conhecemos a geometria dos polindmios de segundo grau de duas varidveis, pelo menos nos casos
nao degenerados. Outros exemplos de fungoes de duas varidveis podem ser construidos a partir das fungoes
elementares de uma varidvel:

o1 :R2— R @9 21, 47[xR — R 03 :R2—R 0s ] —2,0[x]0,1[— R
(ry)=cos(ay)  palmy) = @)= 2L gy = Y B
©1 ) 24y senx w3(T, ety 4\ Ly y(y — 1),@(17 m 2)

Suponhamos que a fungdo ¢ esteja definida para valores de x em um intervalo Jai,bi[€ R e valores de y
noutro intervalo Jas, bo[€ R. Dito de outra maneira, ¢ estd definida no retangulo aberto R € R? que é o
produto cartesiano dos dois intervalos abertos, R =|a, b1[X]az,ba[, com ai, b1, az e b € RU {£o0}. A
maneira mais simples de entender a geometria de ¢ é representar graficamente o que acontece para um valor
de y €]ag, by[ fixo: temos uma fungao de uma varidvel f :Ja;, bi[— R dada por f(z) = ¢(x,y) cujo grifico
queremos estudar. A funcao f serd derivdvel no ponto = €]ay, b1[ se existir o limite

/ df o flath) = f@) e+ hy) — o, y)

Fe) = ggte) = i G — o SR

E claro que para cada escolha de y podemos ter uma funcgdo f diferente, com derivada f’ diferente. Por
exemplo, para a funcdo ¢;(z,y) = cos(xy), se fixarmos y = 1 obteremos f(x) = cos(z) e f'(z) = —sen(z).
Se fixarmos y = m obteremos f(z) = cos(mx) e f'(z) = —mwsen(nz).

Agora podemos fixar x €]ay, b1[ e obter uma fungéo g :Jas, b2[— R dada por g(y) = p(z,y) que serd
derivével no ponto y €]ag, bo| se existir o limite

dg gly+k)—gly) .. elr,y+k)—elry)
/ — v — J\G v I\ ) )
9'y) = dy (v) = Jlim, k Jimy k '

Estas duas derivadas sdo chamadas as derivadas parciais de ¢ no ponto (z,y), com a notagao:

D el 4 hy) = oz, y) D oy + k) —o(,y)
ox (@,y) = %li»% h Jy (@,y) = l%li»% k '

Calcular as derivadas parciais de uma fungao é facil: basta pensar que uma das variaveis é constante e
derivar a outra.Todas as regras para calcular derivadas de funcoes de uma varidvel podem ser aplicadas. Por
exemplo, as derivadas parciais da fungao o1 (z,y) definida acima s@o

dp1 . dp1 _
%(x,y) = —ysen(zy) a—y(fﬂ, y) = —wsen(xy)

e as de pa(z,y) sdo
0pa YSENT — TY COST 02 x
%({E, ) = —(Ia y) =

sen? x Oy sen
Derivadas parciais de fungdes de trés varidveis sao definidas da mesma maneira: se ¥(z,y, z) definir
uma fungdo 1) : P — R onde P € R? é um paralelepipedo aberto, P =|ay, b1[x]az, ba[x]as, b13[ com a; e
b; € RU{+oo} entdo as derivadas parciais de ¢ num ponto (x,y, z) € P serdo dadas pelos limites abaixo,
se existirem:

8—¢($,y,z) — lim 1/}(ZE+ hl;yvz) B 1/’(17,%2) 8—¢($,y,z) = lim 1/)($,y + h27z) B 1/’(17,%2)

ox hy—0 h1 oy ha—0 ho
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T ¢($ay72+h3)_¢($ayaz)
82 (,T,y,Z) - hlg,lglo hg

A mesma definicdo serve para derivadas parciais de uma fungdo de um numero qualquer de varidveis
o(x1,...,2,) que esteja definida num produto cartesiano de intervalos abertos. Chamaremos a este produto
cartesiano um retangulo de dimensao n.

Uma funcdo é de classe C' no retdngulo R se tiver derivadas parciais em relacdo a todas as varidveis e
se todas estas derivadas parciais forem continuas em R.

2 exercicios

1. Para cada uma das expressoes ¢; a seguir, encontre um retangulo aberto em R?, o maior possivel, em
que ; estd bem definida como fungao.

dry(z® — y?)
.IQ + y2

day(2® —y?)

e1(z,y) =2y’ +1  pa(z,y) = e3(z,y) =

24y -
pa(z,y) =In(z +seny)  @s(z,y) =zcos(z+y)  po(r,y) =¥
2. Calcule as derivadas parciais das fungoes p;(z,y) acima, se existirem.

3. Use Maple para fazer gréficos de g(z) = @;(x,c) e h(z) = ¢;(c,y) para vérios valores de ¢. Use o
comando Maple ‘plot3d’ para fazer o gréfico de ¢;(z,y).

4. Para cada uma das expressoes 1); a seguir, encontre um paralelepipedo aberto em R?2, o maior possivel,
em que ¥; estd bem definida como funcao.

¢1(5E7y72) :LL'y—f—Z Q/JQ(LL',y,Z) zsen(gcyz) w?)(xayuz) =e"* 2/14($,y,2’) :xQ Sen(yz)

5. Calcule as derivadas parciais das fungoes ¥;(x,y, z) acima, se existirem.

3 composicao e curvas de nivel

As derivadas parciais nos dao informacao sobre o grafico de uma fungao quando a restringimos a retas
paralelas aos eixos coordenados. Por exemplo o gréfico de ¢1(x,y) = 22+4y? é o paraboldide 22 +4y?*—z = 0,
e a restricao de ¢ a uma reta paralela ao eixo z, da forma y = ¢ com ¢ uma constante, é o grafico de
g(x) = 2% + 4¢%, uma parabola. A restricio a uma reta x = d com d uma constante, que ¢ paralela ao eixo
y, é também uma parébola, gréfico de h(y) = 4y? + d?. As derivadas parciais de ¢; ddo a informagao de que
g(x) e h(y) sdo fungdes com um minimo em 0:

Jp1 B 01 B
o (z,y) =2z 2y (z,y) =8y .

Mesmo que nao soubéssemos que os graficos de g(z) e de h(y) sdo pardbolas, poderfamos concluir das
derivadas parciais de ¢; que g e h tém sempre um minimo em 0. Podemos usar Maple para ver o que esta
acontecendo, experimente:

restart; with(plots):
£f1:=x"2+4x%y"2;
plot3d(fl,x=-2..2,y=-1..1);
listaplot:=[seq(j,j=1..8)]:c:=-1:
for j from 1 to 8 do

c:=c+1/8:

V V V V Vv V
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listaplot[j] :=subs(y=c,f1) od:
plot(listaplot,x=-2..2);

> listaplot[j] :=subs(y=c,f1) od:
> plot(listaplot,x=-2..2);

> d:=2:

> for j from 1 to 8 do

> d:=d+1/4:

>

>

Para po(x,y) = xy as derivadas parciais sdo

8902 - 8902 -
%(Ia )=y 8—y(x’y)_x'

As restrigoes de 2 aos eixos coordenados, go(z) = ¢a(x,0) e ho(y) = p2(0,y) sdo constantes e iguais a zero.
A restricdo a qualquer outra reta paralela aos eixos é uma fungdo mondtona: g(x) = wa(x,y) tem derivada
g'(x) = Opa/Ox = y que tem sinal constante ao longo da reta y =constante.

Outra maneira de entender o gréafico de o é olhar para a sua restricao a uma reta qualquer que passe pela
origem, o lugar geométrico de uma trajetéria y(t) = (at, bt). O gréfico da composta pa(y(t)) = p2(at, bt) =
abt?, para ab # 0 é sempre uma parabola. Quando ab > 0 o lugar geométrico de v é uma reta que passa
no primeiro e no terceiro quadrantes e sobre esta reta o grafico de 2 é uma pardbola com a concavidade
para cima. Quando ab < 0 o grafico da restricao de g2 é uma parabola com a concavidade para baixo e
~(t) percorre uma reta do quarto ao segundo quadrantes. Se a = 0 ou b = 0 entao p2(v(t)) = 0. O grifico
de @9 é superficie que é chamada uma sela. Para entender porque e ver melhor o que estda acontecendo
experimente os seguintes comandos Maple que desenham o grifico de g e a sua restricdo a quatro retas,
paraa=1,—-1,—2e-3 eparab=1:

> with(plots): phi2:=x*y;

> pl:=plot3d(phi2,x=-1..1,y=-1..1):

> cl:=spacecurve([t,t,t"2],t=-1..1,colour=blue):

> c2:=spacecurve([-t,t,-t"2],t=-1..1,colour=black):

> c3:=spacecurve([-2*t,t,-2*%t"2] ,t=-1/2..1/2,colour=red) :

> c4:=spacecurve([-3*t,t,-3*%t"2] ,t=-1/3..1/3,colour=green) :
> display(pl,cl,c2,c3,cd);

Para o3(z,y) = €"¥ — 1 temos

dip3 _ o xy O3 _ o ay
%(xvy> =ye By (z,y) = ze™ .

Aa restri¢do de 3 a um dos eixos é de novo constante (porque %(x, 0)=0e 66—“;'(0, y) = 0) e igual a zero.
De novo, a restricdo a uma reta paralela aos eixos é uma fun¢ao monétona. Compondo com 7(t) = (at, bt),
cujo lugar geométrico é uma reta pela origem, temos g(t) = p2(v(t)) = e’ que tem um ponto critico em

t = 0, maximo ou minimo conforme o sinal de ab. Usando os comandos Maple
g:=exp(x*y); plot3d(g,x=-1..1,y=-1..1);

veé-se que os graficos de s e de @3 sdo mesmo parecidos.

Uma maneira sintética de descrever as derivadas parciais de uma funcao de n varidveis é escrevé-las como
uma matriz linha que se chama a derivada da fungao e que representa uma transformacao linear : R — R.
Se ¢(x1,...,x,) estiver definida num retdngulo de dimenséo n e tiver derivadas parciais em todos os pontos
do retangulo, define-se D¢ a derivada de ¢, como sendo a matriz n x 1:

0 0
(Do) (x1,y... xn) = (%,,%)
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Por exemplo, para
ps:R*— R pu(z,y) = cos(zy)

tem-se 5 5
(Den) o) = (G4, G ) ) = (ysen(an), —asen(oy)

e para

o5 22mAn[xR — R g5(n,y) = —2

sen x

a derivada é 5 5

_ (95 Ops _ (ysenz —zycosx =

(D905)(:E7y) - ( o (J/',y), 8y (l’,y)) ( senZ > SGDI>

Para simplificar a notagao omitimos os paréntesis em torno de Dy. Nos exemplos do inicio desta secgao
temos:
Der(z,y) = (22,8y)  Dpa(z,y) = (y,2)  Des(z,y) = (2ye™, ze™)
A derivada pode ser usada para estudar a derivada da composta de uma fungdao de duas varidveis com
uma trajetoria no plano:

Teorema 1 (fungdio composta) Sejam ¢ : R — R uma fungdo de classe C' num retangulo aberto R C R?
e~ : I — R uma trajetéria derivdvel num intervalo aberto I C R tomando valores (t) € R para todo
t € 1. Entdo a fungao composta f : I — R dada por f(t) = o(v(t)) € derivdvel e sua derivada é
') = (Do) (v(1)) - (' ()T onde - representa o produto de uma matriz por um vetor.

Antes de demonstrar o teorema, vamos olhar para alguns exemplos. Se y(t) = (acost,bsent) entdo para
o1(z,y) = 2% + 492, temos D1 (z,y) = (22,8y). Substituindo (x,y) = v(t):

(Dp1)(y(t)) = (2acost, 8bsent) e 7' (t) = (—asent,bcost)
para fi(t) = p1(v(t))) = a® cos® t + 4b sen® t obtemos
fi(t) = (2acost,8bsent) - (—asent,bcost)’ = (8b* — 2a%) costsent .

Se a? = 4b? entdo f](t) = 0 para todo t, logo f1(t) = ¢1(7(t))) é constante. Podemos concluir que os lugares
geométricos das trajetérias v(t) = (2bcost, £bsent) estao contidos em conjuntos de nivel de ;.
Outro exemplo: para a(t) = (at,b/t) com ¢t > 0, temos:

(Den)(alt) = 2at, ) /(1) = (~a,—)

e para g1(t) = ¢1(a(t))) obtemos
o 8h bor o, 8K
gh(1) = (2at, ) (—a,— )" = ~2a%

de onde se conclui que o lugar geométrico da trajetéria o nunca estd contido num conjunto de nivel de ¢,
a menos que a = b = 0 caso este em que o lugar geométrico é a origem. Neste caso, quando nos deslocamos
sobre a trajetéria «, o valor de ¢;, em geral, diminui.

Demonstracao do teorema 1: A derivada que queremos calcular é

o R =) et + k) — p(y(t)
¢(t) = fim == —— = lim, h :

Vamos ao mesmo tempo mostrar que o limite existe e calculd-lo. Se y(t) = («(¢),y(¢)) entdo podemos
reescrever o limite como:

i £ () = plalt+1).9(0) | lalt+D).y) =ea)
h—0 h h '

¢'(t) =
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Aplicando o teorema do valor médio & funcao g(x)

R = @(x,y) e escrevendo H = z(t + h) — z(t) concluimos
que existe um valor H € [0, H] tal que g(z + H) — g(z)

= Hg'(xz + H) isto é, que

et +h),y(t) — w(z(t),y(t) = Hg—i(x(t) +H,y(1))

e que comofl €]0,H[ e H — 0 quando h — 0, entdo H—0 quando h — 0. Da mesma maneira concluimos
que existe K entre 0 e K = y(t + h) — y(¢) tal que

dp .

p(x(t +h),y(t + h)) — @(z(t),y(t + h)) = Ka—y(x(t +h),y(t) + K)
com limy,_.g K = limy,_.g K = 0. Substituindo em (1) obtemos
') = Jim 22 oK o 7oy
(1) = i S (e 0). (1) + K) G+ GEG0) + Hy(0)]
e podemos voltar a substituir os valores de H e K nesta expressao para obter
Oy S yt+h)—ylt) ¢ . x(t + h) — =(t)
14y ogr il
(1) = Jim SEG(t 4+ h).y(t) + B) LI 4 2P () 4 Hy(0) T )
Como as derivadas parciais sao continuas entao
i 22 o _ 0P 9 - e
Jim SEG(t 4 )0+ ) = Go.00) e Jim S alt) + H () = 57 (x(0).u(e)
e por definigao
iy oy (A R) —a() yE+h) -y o
() = Jim (L= 2O M ZO) o, )
Assim o limite (2) existe e é dado por:
Oy dp
(1) = 7 (@), y(£)' (1) + yy(w(t),y(t))y’(t) = (De)(v(1) -+ (t)
O

No caso especial em que o lugar geométrico da trajetéria y(t) estd contido num conjunto de nivel de ¢,

ou seja, em que ¢(t) = p(y(t)) é constante, podemos concluir que ¢'(t) = (Dy)(y(t))-v'(t) = 0, ou seja v/ (t)

pertence ao nicleo da transformagao linear representada pela matriz (Dy) = (5%, g—‘;j). O nicleo de (D) é

Q

o conjunto dos vetores (a,b) de R? tais que

oo (5) =G50 (5) =0

define-se V¢, o gradiente *de ¢, como sendo o vetor que é perpendicular a todos os vetores do niicleo de ¢,
isto é: 9 9
¥ ¥
Vo(x,y) = (=—(x,y), =— (2, 9)).
$z,y) = (5 (2,9) 8y( y))
Temos entdo que (a,b) pertence ao nicleo de (D) se e s6 se (a,b) - Vo(z,y) = 0, onde - agora representa o
produto escalar.

Corolario 1 Uma trajetéria derivdvel v : I — R? que tenha velocidade diferente de zero para todo t no
intervalo I estd contida num conjunto de nivel de uma funcdo ¢ : R — R de classe C' num retangulo
aberto se e so se o gradiente de ¢ for perpendicular a velocidade de v em todos os pontos do lugar geométrico
de 7.

1O sfmbolo V chama-se nabla. Tente descobrir porque!
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4 exercicios

1. Mostre que se ¢ : R? — R tem derivadas parciais em todos os pontos e se em todo ponto g—i(x, y) >0
e %(z,y) > 0 entao a restrigdo de ¢(z,y) a qualquer reta y = ax + b com a > 0 dada por f(z) =
o(x,ax +b) é uma funcdo crescente de z.

2. Calcule o gradiente (Vy;)(x,y) nos pontos (z,y) = (1,3) e (x,y) = (—m, 1) para:

dzy(z? — y?)
2.5
©1 ((E, y) 'y ©2 ((E, y) ) yg

wa(@,y) = 1 p”

w4(z,y) = In(x + seny) os(z,y) = xcos(z +y) ve(z,y) = a¥

3. Para cada uma das trajetorias:
1 (t) = (t3+3,2+2) Y2 (t) = (342 cost, 2+2 sent) va(t) = (23 %) Y4(t) = (3+cos® t, 24+cos? t)

verifique se o lugar geométrico de 7; estd contido numa curva de nivel de alguma das funcoes definidas
por:

Vilay) = cos(ay)  va(w,y) =Inay)  alr,y) = el T
Ya(m,y) =2 —6r+y* —dy+6  Ps(z,y) =y® —a® —6y° + 6z + 12y +9
4. Seja ¢ : R? — R? uma funcao derivédvel tal que (Viy)(z,y) = (cz,cy) para alguma constante ¢ € R

e em todo ponto (r,y) € R?. Mostre que toda circunferéncia de centro na origem estd contida num
conjunto de nivel de ¢.

5. Seja ¢ : R? — R? uma funcio derivavel para a qual existe um inteiro m > 1 tal que ¢(tz,ty) =
t™(z,y) para todo t € R e todo (x,y) € R2. Mostre que ¢ satisfaz a relacdo de Euler

dp ~ O0p
ro-+ Yy = mo(z,y)

6. * Mostre que se ¢ : R? — R? ¢é uma funcdo derivavel para a qual existe um inteiro m > 1 tal que
o(tz, ty) = t™p(x,y) para todo t € R e todo (z,y) € R? entdo (z,y) é um polinémio homogéneo de
grau m.

5 derivadas de ordem superior a 1

Como cada uma das derivadas parciais de uma funcdo ¢ : R — R de classe C' é também uma funcao
definida em R, podemos definir as suas derivadas parciais como os limites a seguir, se existirem:

0 0 0 0
— | Z= (CL‘ y) = lim Oz Oz | (CL‘ y) = lim Oz Oz
Oz \ Oz ’ h—0 h Oy \ Ox ’ h—0 h
dp dp dp dp
0 (0 o) 3—y(x,y+h)—8—y(w,y) 9 [0y o) — 1 8—y(w+h,y)—8—y(w,y)
oy \ Oy LY h Ox \ Oy DY h

Estas derivadas parciais de sequnda ordem de ¢ sao denotadas por:

0 [0y B 0% a (0p B 0%
I (@) (r,y) = @(way) oy (8_35 (r,y) = By (z,v)
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9 (9¢ 9% ENEE _ P

Cada uma destas derivadas é uma funcao definida em R. Se estas fungoes forem derivaveis, podemos
continuar o processo, definindo derivadas parciais de terceira ordem. Ha 8 derivadas possiveis, duas para
cada uma das derivadas acima:

Towm =2 (Zwy) 22 @=L (L@
az3 Y T Bz \ 922 dzoyoz Y = oz \oyoaz Y
7 =2 (2 7 o) = 2 (L2 ()
FITER or a az20y Y T 9z \ Bzay Y
03 o [0%p 3 0 [ 0%
a9 = 35 (e ”) o9 = (e 9)
3 a9 (0% oAt 0 [ 0%
8—y3($=y) = o (8—y2($ay)> 8y8x8y<x’y) o ((%ay (iﬂay))
Da mesma maneira se define, se existirem, as 2¥ derivadas parciais de ordem k para qualquer k natural.

Por exemplo, a fungio ¢; : R? — R dada por ¢1(x,y) = 3z + 22 — 42y + 3° tem derivadas parciais de
primeira ordem:

dp1

%( 8—y(x’y) = —4x + 3y

x
ozx

que sao fungoes derivaveis. Suas derivadas sao:

y) =342z —4y

821 o ¢ 9

972 (w,y)—a—x(3+2w—4y)(w,y)—2 8y8x( )—8—y(3+2$—4y)($7y)——4
0%, 0 2 B %1 0 2 _
a—yg(xvy) =3y (—4z +3y*) (z,y) = 6y m(%y) =9 (—4z 4 3y°) (z,y) = —4 .

E fécil verificar que ¢; tem derivadas parciais de todas as ordens e que as derivadas parciais de terceira
ordem de ¢ sao todas iguais a zero, com a excessao de

Dizemos que ¢ é de classe C* quando ¢ : R — R é uma funcao que tem todas as derivadas parciais de
ordem < k e se todas estas derivadas forem funcdes continuas. Se ¢ for de classe C* para todo k natural
dizemos que ¢ é de classe C*°.

6 exercicios

1. Calcule todas as derivadas parciais de segunda ordem das fungées do exercicio 1 da secgao 2.

2. Mostre que se P : R? — R for uma forma quadrética entdo todas as derivadas parciais de segunda
ordem de P sao constantes e todas as derivadas parciais de terceira ordem de P sao iguais a zero.
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7 funcgoes que se anulam na origem

Teorema 2 (Hadamard)? Seja ¢ : R — R uma funcio C> definida num retangulo aberto R C R? que
contenha a origem. Se ©(0,0) = 0 entao existem duas fungoes f1 e fo : R — R de classe C™ tais que

e(z,y) = xfi(z,y) + yf2(x,y) e que satisfazem:

£10.0)= 520,00 £2(0.0) = 5£0.0).

Demonstragao: Seja f(t) = p(tz,ty). Pelo teorema fundamental do cdlculo sabemos que

Lrd
| (G0) = 10 = £0) = ) = 9(0.0) = o) ®)
Sabemos também calcular

(570) = el - (e = (G0, G eon10)) - ) = o5 ) + 552 1)

Substituindo em (3) obtemos
1 1 1
¢ dp dp / dp
= = (ta, t = (ta, ty) ) dt = == (ta, ty)dt == (ta, ty)dt
o) = [ (e5ten +v5Ean )t =o [ Eiamary [ Fam)

e a primeira afirmag@o do teorema fica demonstrada tomando

'o 'o
filz,y) = /0 8—i(tx,ty)dt fo(z,y) = /0 8—(:(tx,ty)dt .

Para calcular o valor de f; e de f2 na origem basta calcular as derivadas parciais da expressao ¢(z,y) =
xfi(z,y) + yfa(x,y) em (0,0). Como este processo ird ser usado recursivamente mais adiante, vale a pena
fazer uma vez o calculo com cuidado:

dp - of1 dfa
%(x,y) = fi(z,y) + I%(Ia y)+ y%(xvy)
logo,
oo o ofe
O célculo da derivada parcial em relagao a y é analogo. O

Se as derivadas parciais dp/dz e J¢/0y também se anularem na origem podemos aplicar o Teorema 2
as funcoes f1 e fo e obter:

Teorema 3 Seja p : R — R uma funcdo C*° definida num retdngulo aberto R C R? que contenha a
origem. Se

B Iy _ 9¢ _

entdo existem funcoes fag, fo1 € foo : R — R de classe C™ tais que

(. y) = 2® fao(w,y) + zy for (2, y) + ¥ for(2,y)
e que satisfazem:
1% 9% 9% 1%
f20(0,0) = §W(O’O) f21(0,0) = 6x6y(0’0> = 6yax(0’0) f22(0,0) = 58—y2(0’0) :

2Provado pelo matematico francés Jacques Hadamard que viveu de 1865 a 1963. Seu resultado mais famoso, provado
simultaneamente pelo belga C.J. de la Valée-Poussin (1866-1962) ¢ a demonstracdo de uma conjectura de Gauss: o ntimero de
primos menores que n aproxima-se assintoticamente de n/In(n) quando n tende para infinito. O teorema 2 é conhecido como
Lema de Hadamard.
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Demonstragao: Depois de aplicar o Teorema 2 duas vezes s6 nos resta verificar o valor de fo;(0,0) cal-
culando as derivadas de segunda ordem da expressao ¢(z,y) = 22 fao(z,y) + 2y for(x,y) + y* f22(z,y). Por
exemplo:

dyp _ 2020 df1 2 0f22
5, (@ Y) =22 fa(,y) + 27272 (2, y) + yfale,y) + 2y—-=(2,y) +y" = (2,y)
logo,
5290 f20 232f20 f21 2f21 252f22
e portanto
32
220,00 = 2£20(0,0) .
2
Para calcular f2;(0,0) calculamos 3 (2)0 (x,y) e obtemos:
x
0f20 2 0% fao Ofa1 0 f2 9% [ 0 fa2 20% f22
2 —_ 2
5y (z,y)+a 920y (@, 9)+fa(z,y)+y—— 9y (,y)+o— (I,y)+xyaxay( y)+2y—5 =2, y)+y 920y (z,9)
e portanto
0%
8x8y(0’0) - f21(070) .
O valor de f22(0,0) pode ser calculado da mesma maneira. O

Note que na demonstragao do teorema 3 também poderfamos ter obtido o valor de f21(0,0) calculando
2

3 (;0 (z,y). Segue-se do teorema que, para fungdes C°, estas duas derivadas tém sempre o mesmo valor na
yox
origem. O mesmo resultado vale em outros pontos:

Teorema 4 Seja ¢ : R — R uma fungdo de classe C* definida num retangulo aberto R C R2. Em todo
ponto (xo,yo) € R tem-se:

4 0) = 2 (ap,0)

90y Lo, Yo dydzr Lo,Y0) -

Demonstragao: A fungao p(z,y) = ¥(x —zo,y — yo) — ¥ (x0, yo) estd nas condig¢oes do teorema 3 e por isso
0% ¢ >y 0%y
8I—ay(‘r07y0)_ 8x8y( ’ )_ 8y817( ’ )_@(‘Tmy@)

O

Se as derivadas de ¢ de segunda ordem também se anularem na origem podemos novamente aplicar o
teorema 2 a fap, fo1 € foz e obter uma expressao para ¢ como um polinémio de grau 3 cujos coeficientes sao
fungoes e assim por diante.

Teorema 5 Seja p : R — R uma funcdo C*° definida num retdngulo aberto R C R? que contenha a
origem. Se ¢(0,0) = 0 e se todas as derivadas parciais de ordem menor que n de ¢ se anularem na origem
entdo existem funcgoes frno,..., fan : R — R de classe C*° tais que

p(x,y) = 2" fuo(z,y) + 2"y fur(@,y) + -+ 29" o1y (@,9) + 4" fan(z,y)
e que satisfazem:
1 8”<p

-(0,0)
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8 exercicios

Estes exercicios refazem o trabalho da seccao anterior para fungoes de uma varidvel. Sejam I C R um
intervalo aberto e f: I — R uma funcao C*°.

1. Verifique que se f(x) = zfo(z) entdao f/(0) = fo(0).

2. Mostre que se 0 € I e se f(0) = 0 entdo existe uma funcao C°, fo: I — R tal que f(z) = xfo(x) e
que f'(0) = fo(0). Sugestao: defina fo(x) uansod uma integral.

3. Mostre que existe uma func¢ao g :] — 1,1[— R de classe C* tal que g(z) = sen(x)/x para todo
x # 0. Sugestao: isto pode ser feito a forca bruta. Se for feito usando o exercicio anterior, os exercicios
seguintes ficam mais faceis.

4. Verifique que se f(z) = 22 f1(x) entdo f”(0) = 2£1(0).

5. Mostre que se 0 € T e se f(0) = f/(0) = 0 entdo existe uma fungdo C*°, f; : I — R tal que
f(x) = 2% f1(z) e que f(0) = 2£1(0).

6. Mostre que existe uma funcdo g :] — 1,1[— R de classe C*° tal que g1(z) = (sen(z) — x)/z* para
todo x # 0.

7. Verifique que se f(x) = 2™h(x) entdo a n-ésima derivada de f, f(")(z) satisfaz f(™(0) = n!h(0).

8. Mostre que se 0 € I e se todas as derivadas até ordem n — 1 de f em =z = 0 se anularem, isto é se
f(0) = £(0) = --- = f®=1D(0) = 0 entdo existe uma fungdo C>°, h: I — R tal que f(z) = 2"h(z) e
que £ (0) = n!h(0).

9. Mostre que existe uma fungao gz :] — 1,1[— R de classe C* tal que g2(z) = (sen(z) — z)/a® para
todo x # 0.

10. Mostre que existe uma funcio g4 :] — 1, 1[— R de classe C* tal que g4(z) = (sen(z) — x + 23/6)/2*
para todo = # 0.

9 polinomio de Taylor

Teorema 6 Seja 1) : R — R uma funcio de classe C* definida num retangulo aberto R C R? com
(z0,90) € R, entao tem-se sempre:

0 0
Y(z,y) = ap+aio(z—z0)+a11 (y—yo)+r2(z, y) com ao = Y(xo,y0) a1 = a—i(%,yo) an = a—zj(xo,yo)

onde ro(x,y) € uma fungdo C* tal que
ra(2,y) = (x — x0)?ra0(2,y) + (z — x0)(y — yo)r21(z,y) + (¥ — y0)*raz(w, y)
para ro0, To1 € oo funcoes C°° em R.

Demonstragao: Basta verificar que a funcao

r2(z,y) = Y(x — 20,y — Yo) — (a0 + a10(z — o) + a11(y — yo))
estd nas condicoes do teorema 3:

or
r2(z0,y0) =0 e 8_x(x07y0):0: a—;(ivoayo) -

Da mesma maneira podemos aplicar o teorema 5 para obter:
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Teorema 7 (Teorema de Taylor) Seja : R — R uma fung¢ao de classe C*° definida num retingulo aberto
R C R? com (z0,%0) € R, entdo tem-se sempre:

Y(x,y) = aoo + ar0(z — x0) + a11(y — yo) + azo(z — x0)? + az1(z — o) (Y — yo) + az2(y — yo)* + -
Fano(z — 20)" + an1(x — 20)" H(y — yo) + an2(® — 20)" 2(y — y0)® + -+ + @nn(y — ¥0)™ + ru(x,y)
com

1 o2k
k(5 — k)! Oxi—kdyk

ago = Y(xo,y0)  ajx = (70, Yo)

onde rn(x,y) € uma fun¢ao C* tal que
T2(:I;7 y) = (LL' - :EO)nrnO("Eu y) + (;E - xO)n_l(y - yO)Tnl ({E, y) + 1+ (y - yO)nrnn(xu y)
PATA TpQ, - - - Tnn funcoesC® em R.

O polinémio ag + a10(z — o) + a11(y — yo) + azo(x — 0)* + az1(z — 20)(y — yo) + a22(y — yo)? + + + - ano(z —
20)" + an1(z —20)" "Ly —yo) ++ + @nn(y — yo)™ do teorema é chamado polinémio de Taylor de grau n de
¥ em torno de (xo,Yo)-

10 exercicio

Calcule o polinémio de Taylor (ou seja o polinémio do teorema 7) de grau 4 em torno de (zg, yo) = (0,0) das
fungoes a seguir. Verifique os seus calculos usando Maple — a instrucao que calcula polinémios de Taylor
chama-se “mtaylor”. Calcule agora o polinémio de Taylor de grau 3 em torno do ponto (g, yo) indicado.
1/11 (x,y) = cos(xy) (0,90) = (m,7/2)

In(zy)  (20,0) = (e*, 1)

Yo(r,y) =

(x,y)—e”” 3) +- 2) ($07y0):(3=2)

Yy, y) = 6w+y —4y+6 (z0,%0) = (3,2)
(x,y):y —x? —6y* 4+ 62+ 12y+9  (z0,y0) = (—1,-1)

11 pontos criticos

Definicoes: dada uma funcio ¢ : R — R de classe C* definida num retangulo aberto R C R? um ponto
(20,Y0) € R é ponto critico de ¢ se

0 0
a—i(ﬂﬁoayo) =0 e a—(:(ﬂﬁoayo) =0.

O polinémio de Taylor de grau 2 de ¢ em torno de um ponto critico (zg,yo) € R nao tem termos de grau
um, isto é, o polinémio é uma forma quadritica mais uma constante. Por exemplo, para ¢(x,y) = e®” cos Y
com (zg,yo) = (0,0) temos:

2

Vi(a,y) = (2we” cosy, —e" seny)  Vi(0,0) = (0,0)
e o polindémio de Taylor de grau 2 de ¢ em torno de (0,0) é

N 31/1 a? 321/1 321/) y? 0%y
ou seja:
22 Y2
1+0x+0y+7+0xy—15

Um ponto critico (xg,yo) € R de ¢ é degenerado se o seu polinémio de Taylor de grau 2 em torno de
(20,y0) for uma forma quadrética degenerada (depois de subtraido o termo constante). O ponto critico do
exemplo acima nao é degenerado. Ja a fungao ¥ (z,y) = v’ cos(y?) tem um ponto critico degenerado na
origem.
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11.1 exemplo em Maple

O exercicio 1 abaixo apresenta exemplos tipicos de pontos criticos nao degenerados. As instrugoes em Maple
a seguir fazem o estudo de um exemplo destes, para a funcao 9 (z,y) = —72% — 142 + 27 — 2v/3xy + 43z —
2v/3y + 4v/3 — 5y% + 20y. Comecamos por estabelecer quais sao os pontos criticos de 1:

> restart;
> R:=sqrt(3):
> psi:i=-T*x"2-14%x+27-2xR*x*y+4*xR*xx—-2*%R*y+4*R-5*xy~2+20%y :
> dx:=diff (psi,x):
> sol:=solve(dx=0,x);
1/2 1/2
sol := -1 -1/7 3 y +2/73
> dy:=diff (psi,y):
> temp:=subs(x=sol,dy):
> solve(temp=0,y);
2
> subs(y=2,s0l);
-1
> verifica:=subs(x=-1,y=2,dx);
verifica := 0
> verifica:=subs(x=-1,y=2,dy);
verifica := 0

Para saber como é o polindémio de Taylor de ¥ em torno do ponto critico (z,y) = (—1,2), podemos
calcular diretamente a matriz da forma quadrética:

192

502212 50,0
M:

1 02 1624

anay(—lﬂ) 58—y2(_1’2)

e verificar se é ou nao degenerada. O polinémio de Taylor de grau 2 em torno de (z,y) = (—1,2) serd

32
Y(-1,2) 400w+ 1) 40y~ 2) + 2 7 5 (-1, 2)( + 1) +

0%
0x0dy

(L2 + Dy -2 + 3 55 (L2 -2

isto é:
V(-1,2)+ (z+1,y—2)- M- (z+1,y—2)T.

Estes célculos sao feitos nas instrugoes Maple a seguir, continuando as instrugoes acima.

> dxx:=diff (dx,x) :dxy:=diff (dx,y) :dyy:=diff(dy,y):
> dx2:=subs(x=-1,y=2,dxx) :dxdy:=subs(x=-1,y=2,dxy) :dy2:=subs(x=-1,y=2,dyy) :
> with(linalg):
Warning, new definition for norm
Warning, new definition for trace
> M:=matrix (2,2, [dx2/2,dxdy/2,dxdy/2,dy2/2]):
> det(M);
32
> eigenvals(M);
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-8, -4
> X:=vector(2, [(x+1),(y-2)1):
> ptaylor:=subs(x=-1,y=2,psi)+evalm(transpose (X)&*M&*X) ;
1/2 1/2
ptaylor :=54 + (-7 x -7 -(y-2)3 ) (x+ 1)+ (-(x+1)3 -5y +10) (y - 2)

O polinomio de Taylor pode também ser obtido com o comando ‘mtaylor’:

> readlib(mtaylor):
> mtaylor(psi, [x=-1,y=2]);

1/2 2 2
54 - 2 (x+1) (y -2) 3 -7 x+1) -5 (G -2)

11.2 pontos criticos nao degenerados

O gréfico de uma funcao em torno dos pontos criticos nao degenerados é semelhante ao do seu polinémio de
Taylor de grau 2:

Teorema 8 (Morse)? Set) : Rg — R é uma funcdo de classe C* definida num retangulo aberto R C R? e
se (zo,y0) € R € um ponto critico nao degenerado de v entdo existe um retingulo R C Ry com (zo,Y0) € R
e uma deformacio do retingulo R que transforma o grdfico de v no grdfico de seu polinémio de Taylor de
grau 2 em torno de (xo,y0). Esta deformagdo também transforma os conjuntos de nivel de v em R nos
conjuntos de nivel de seu polinémio de Taylor de grau 2 em torno de (o, yo)-

Para ver uma demonstragao deste resultado, e para saber mais sobre pontos criticos de fungoes de duas
varidveis, leia Poston.T e Stewart,I, Catastrophe Theory and its Applications, editora Pitman.

Os pontos criticos nao degenerados sao entao pontos em que o gréafico de 1 é localmente semelhante ao
de uma forma quadrética P(z,y) = az? + By?> com a e 3 # 0. Se a e 3 > 0 o ponto serd um minimo local
de ¥, e se a e f < 0 o ponto serd um maximo local de ¥. Os pontos em que a > 0 e § < 0 sao chamados
pontos de sela.

12 exercicios

1. Pontos criticos ndo degenerados: Para cada uma das fungdes abaixo verifique que o ponto (zg, yo)
indicado é um ponto critico nao degenerado. Use Maple para representar graficamente as fungoes e
para desenhar os seus conjuntos de nivel em torno destes pontos e descubra porque estes pontos criticos
tém os nomes indicados.

(a) Maximos: 1/}1(I7y) = $2 + y27 (330790) = (050)
¢2($7y) = .’II2 —2x + y2 - 4y+ 57 (x07y0) = (172)
(b) Minimos: vs(x, y) = —3a2 — 2y — 3y, (w0, 30) = (0,0)
Ya(a,y) = =327 + 222 — 51 — 2zy + 18y — 3y°, (0, y0) = (3,2).
(c) Sela: 95(z,y) = 2* + 6xy + y°, (z0,%0) = (0,0)
Ye(x,y) = 22 — 10z — 7+ 62y + 2y + 92, (z0,%0) = (—1,2).

2. Verifique que as fungoes do exercicio anterior satisfazem: o(x,y) = ¥i(x — 1,y — 2); dy(z,y) =
1/13(‘/1: - 37y - 2) e 1/16(5579) = ¢5($ + 17y - 2)

3. Pontos criticos degenerados: alguns desses pontos criticos tém nome. Verifique que a origem é um
ponto critico degenerado para as funcoes abaixo. Use Maple para representar graficamente as fungoes
e para desenhar os seus conjuntos de nivel em torno destes pontos e descubra porque estes pontos
criticos tém os nomes indicados.

3Este resultado é conhecido como Lema de Morse
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(a) Manjedoura: o1(z,y) = x2.

(b) Manjedouras cruzadas: ¢s(z,y) = z2y?.

(c) Sela do macaco: ¢3(z,y) = 2% — 3xy?

4. Encontre os pontos criticos das fungoes do exercicio da seccao 10 e decida se sao degenerados. Para
os pontos nao degenerados, decida se sao maximos, minimos ou pontos de sela. Use Maple para
representar graficamente as fungoes e para desenhar os seus conjuntos de nivel em torno destes pontos.

5. Experimente
plot3d(sin(4*x)*cos(2*y)*xxy, x=0..4%Pi, y=0.1..0.3%Pi);

e a seguir classifique os pontos criticos de ¢(x,y) = sen(4x) cos(2y)xy no retangulo [0, 47] x [0.1,0.37].
(colaboragao de Marcus (6 anos) “As melhores coisas do mundo sao pescarias, futebol e matemética”.)



