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8.

Calculo em Computadores 2007
Exercicios preparatérios em Maple
Exercicios sobre Transformacoes afins inversiveis do plano, poligonos, simetrias

. Utilize Maple para determinar:

(a) 1/5+2/3  (b) thmts ()20 (d)2°°  (e) 2% (f) log2

(&) B8 (e’ () e+l/r () em—n (1) sen(Z)

. Utilize Maple para calcular as seguintes expressoes com 10 algarismos significativos:

(a) 4% (b) (=) () 5** () (=5)*® () ((=5))"* (f) V2

Calcule m com 200 digitos.

. Utilize a funcao "help” do maple para escrever o o décimo niimero primo.

Considere a seguinte sequéncia de comandos M aple:

>p =7
>q:=1+4p;
> pi=2;

> q;
>p=1;

> q;

Compare os resultados obtidos com os que obtem quando troca os comandos nas linhas
2 e 3. Explique convenientemente o resultado.

. Defina a funcao g(z) = v/1 + 22. Calcule em seguida as seguintes alineas:

(a) g(2) com 10 digitos.
(b) ¢'(2).

)
) 9
(¢) um valor aproximado de ¢'(2).
(d) Jg(z)dx
Defina a funcao h utilizando a instrucao proc:

h(z) =21 -5, sex <0, h(z) =2+ T7r—2, sex > 0.
e calcule h(—3) e h(3).

(a) Factorize 2® + 422 + x — 6.
(b) Simplifique x3/2(a:y)_1/2(:cy2)3 utilizando o comando simpli fy.
(¢) Factorize z + 2 4+ 5 — 2=

r—1
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9.

10.

11.

12.

13.
14.

Represente no mesmo grafico f(x) e 3f(z):

flz)=22"—4x+9, —-10<z2<10
Sendo f(z) = 23 — 8 e g(x) = z + 4, represente graficamente f(z), g(z) e f(x) + g(z)
para —2 < x < 2, sobrepostos no mesmo grafico.

Sendo f(x) = 2> — 1 e g(x) = z, represente graficamente f(z), g(x) e f(z) x g(x) para
—2 < x < 2, sobrepostos no mesmo grafico.

Determine o dominio de cada uma das seguintes fungoes

4
(a) f(z) = 23—2.0122—4.415213.2886

(b) f(#) = Fmiz

Calcule Z;ﬁ%’, para y = sin(2x)
Para cada uma das seguintes fungoes f(z), determine (se existirem)

e dominio

e zeros, ie, solugoes de f(z) =0

e assimptotas verticais e horizontais

e maximos e minimos relativos de f(x)

e pontos de inflexao f(x)

e 0s dominios de crescimento e decrescimento de f(x)
e 0s dominios em que f”(x) >0 e em que f7(z) <0

Desenhe o grafico da fung@o. Se necessario restrinja o dominio e/ou contradominio de
maneira a evidenciar a forma do grafico de f(x).

(a) f(z) =22%—32* — 120 + 12

(b) f(z) = 42% — 122° + 132 — 623 + 22

(¢) fz) = 10000z — 3001122 + 300222 + 10010
(@) f(2) =

(e) f(x) =3cosx — a4+

(f) f(z) =2x4 /22241

(8) f(a) ==

(h) f(x) = 5%

(i) f(z) ==
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() flz) = G2
(k) f(x) = mz)

6(15
(1) f(z) = S
15. Escreva um procedimento em Maple que calcule o produto de uma matriz dada por
um vector dado.

16. Escreva um procedimento Maple que calcule o produto de duas matrizes dadas.

17. Dadas as matrizes e os vectores seguintes:

2 31 12 1
A=11 -1 1 |,B=| -1 2 -1 |,C=
0 2 2 20 2

1 2 6
r=|11]b= 1 ly=11
1 -3 4

e usando Maple e os procedimentos que escreveu

(a) calcule AB e BA e verifique se ABBA.
(b) calcule (A+ B)C e A+ (B+C)

)
)
(c) verifique que A(BC') = (AB)C
(d)
)
)

d) verifique que (AB)T = BT AT

(e) verifique que x é solugdo de Ax =y

(f) calcule ||Ay — b||

18. Escreva a expressio T'(x1,x5) da transformacdo linear 7' : R* — R? representada por
cada uma das matrizes seguintes. Use Maple para representar no plano as imagens
T(1,0),7(0,1), T(-=3,2) e T(Q) onde Q é o quadrado de vértices (1,0), (0,1), (—=1,0),
(0,-1).

10
=101
_< 1/v/2 1/\/§> A
4 = _1/\/§ 1/\/§ 5

[ sen(m/3) —cos(m/3)
Ar = < cos(m/3)  sen(w/3) ) As

2 0
Alo:(o 1/2) As =

I

w=( iz %)

(1)

1/3 0
As 0 1/3)

30
) o= (03)

N

e

I
N N
— O O = O W o

S = W= = O

O P N~
P
(=]
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19. Sejam R o rectangulo de vértices (1,0),(3,0),(3,1),(1,1) e T o triangulo de vértices
(1/2,0),(—1/2,0),(0,1). Represente, no plano, R e as suas imagens pelas trans-
formagoes seguintes:

reflexao no eixo horizontal

reflexao no eixo vertical

)
)
(c) rotagao em torno da origem de angulos 27/3,7/2, /3
) translagao de duas unidades para a direita e uma para cima
)

reflexdo na recta que passa origem e faz um angulo de 27/3 com o eixo horizontal
20. Use Maple para representar no plano os poligonos com os vértices indicados:
(a) Vértices: p = (—=1,—1) e p, = r(pp_1) comn =2...6, onde r : R? — R?* ¢ a
rotagdo em torno da origem de um angulo 7/3.
(b) Vértices: p; = (1,1) e p, = r(pp_1) comn = 2...11, onde r : R? — R? é a
rotagdo em torno da origem de um angulo 27 /11.
(c) Vértices: p; = (1,1) e p, = r(pp_1) comn = 2...11, onde r : R> — R? é a
rotagdo em torno da origem de um angulo 47 /11.
(d) Vértices: p; = (1,1) e p, = r(pp_1) comn = 2...11, onde r : R? — R? ¢ a
rotagao em torno da origem de um angulo 37/11.
(e) Vértices: p; = (1,0), po = (0.8,0.2) e p, = 7(pn—2) com n = 3...12, onde
r: R? — R? ¢ a rotacdo em torno da origem de um angulo 7 /3.
(f) Vértices: p; = (1,1) e p, = 7(pn_1) comn = 2...8 onde r : R — R? ¢ a
rotagao em torno de (0,1) de um angulo /4.

21. Use Maple para representar a imagem de cada um poligonos do exercicio anterior pelas
seguintes transformacoes:

(a) Rotacao em torno da origem dos angulos 27 /11, 7/22.
(b) Rotagao em torno de (0,1) dos angulos 7/2, 7/22.

(c) Reflexdo na recta que passa pela origem e faz um angulo de /11 com o eixo
horizontal.

22. Diga quais sao as simetrias de cada um dos poligonos do exercicio 20 e use Maple para
verificar suas afirmacoes.

23. (*) Seja ry a rotacdo em torno da origem de um éangulo 6. J& sabemos que para
calcular os vértices de um poligono regular de n lados, comecando com um ponto

po # 0, calenlamos p; = i (pioi)-
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(a)

Para calcular os vértices de uma estrela de 11 pontas usamos rotagoes r4-/11. Uma
estrela diferente, com angulos mais agudos nas pontas, pode ser construida com
rotagoes 76,11 Quantas estrelas de 11 pontas diferentes ¢ possivel construir dessa
maneira?

Quantas vezes tenho que aplicar a rotagao rs,/1; a um ponto p # (0, 0) para obter
o ponto original? Quantas pontas tem a estrela que se obtem usando as rotacoes
7”37r/11? E para 7"57r/11?

Escreva um procedimento para desenhar estrelas regulares com um niimero impar
qualquer 2n + 1 de pontas, n > 2. Quantas estrelas regulares com angulos difer-
entes nas pontas é possivel construir?

Escreva um procedimento para desenhar estrelas com um nimero par qualquer 2n
de pontas, n > 2. Quantas estrelas com angulos diferentes nas pontas é possivel
construir?

Comegando com um ponto py # 0, calculamos p; = r9(p;—1). Se 0 = 2w /n, com
n # 0 inteiro, entdo o ponto p, deve teoricamente coincidir com py. O mesmo
acontece se § = 2mm/n, com m e n inteiros e n # 0. O que acontece se usarmos
6 = ar com « irracional? Faca experiéncias com alguns irracionais, por exemplo,
0 = /27/2 ou § = 72/9 e formule uma conjectura. Como é a “estrela com um
nimero irracional de pontas”?
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Calculo em Computadores 2007
Exercicios sobre trajectorias planas para as aulas praticas

1. (a) Represente, usando lapis e papel, os pontos do plano definidos em coordenadas
polares (r,6) por:

Z) (T, 0) = (37 ) “) (’I", 9) = (_37 )

T
6

iii) (r,6) = (=3,—%)  iv) (n6) = (3, 7).

(b) Usando Maple, encontre as coordenadas cartesianas dos mesmos pontos e repre-
sente graficamente o segmento de recta que liga cada um deles a origem.

2. Usando lapis e papel, represente graficamente o conjunto dos pontos do plano cujas
coordenadas polares (r, #) satisfazem
(a) 0<r <2, 6e]l0,2n].
(b) r=-1, 6€[0,5].
(c) 2<r<—1, 0=71.
3. Use Maple para representar o lugar geométrico das trajectérias abaixo. Em cada caso,
diga em que sentido é percorrida a trajectoria quando t cresce.
(a) a1 ] —5,5[— R ay(t) = (1 +t,3 1)
(b) ag:] —5,5[— R? a(t) = (1+t%,3—1)
1
: 2
(C) O~/3-R—)R7O~/3 <1+ 271+t2>
(d) ay:[0,87] — R?, ay(t) = (t —sent,1 — cost)

(e) as :]0,7/2[— R, as(t) = (sec(t),tg(t)) (para usar Maple: em inglés a fungao
tg(t) é representada por tan(t).)

4. Para a trajectéria ap : R — R? aa(t) = (1 + ¢2,3 — t), e usando Maple,

a) Calcule a velocidade e a rapidez da trajectoria.

(a)
(b)
)
)

Represente graficamente a rapidez como funcao do parametro ¢.

Quais sao os pontos regulares da trajectoria?

(c

d) Decida se o ponto a(0) € regular e, caso seja, represente no mesmo grafico o lugar
g g g
geométrico de ap para t € [—5, 5] e a sua recta tangente em a(0).

(e) Represente no mesmo grafico o lugar geométrico de aw para t €] — 5, 5] e, para j
inteiro j € [—5,5], os 11 segmentos de recta que unem os pontos s (j) aos pontos
as(g) + a4(j) (isto é, 11 vectores velocidade colocados nos pontos as(j)). Talvez
seja boa ideia escrever um ciclo...
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(f)

Represente no mesmo gréfico o lugar geométrico de s para t € [—5,5] e, para j
inteiro j € [—5,5], os 11 segmentos de recta de comprimento 1, passando pelos os
pontos as(7) na direcgao dos vectores o (j).

5. Seja A :=[f(t),g(t),t = a..b] a expressao em Maple que faz o grafico de uma trajectéria
plana a(t) = (f(t), g(t)) para t € [a,b] .

(a)

(b)

()

(d)

Escreva um procedimento Maple Veloc(A, s) que, para uma expressao A e um
numero s, calcule as coordenadas do vector velocidade de o em t = s como uma

lista [Lh LQ]

Escreva um procedimento Maple VT(A,s) que, para uma expressao A e um
nimero s tenha como saida a exressao paramétrica do segmento de recta que
une os pontos a(s) ao ponto a(s) + a/(s).

Escreva um procedimento Maple V1(A,s) que, para uma expressao A e um
nimero s tenha como saida a expressao paramétrica do segmento de recta de
comprimento 1 que passa pelo ponto a(s) na direcgao do vector velocidade o(s).

Use os procedimentos que escreveu para repetir o exercicio 4 para a trajectoria
asz do exercicio 3, com t €] — 20, 20[ e nos pontos t = j € Z.

6. Considere o rectangulo R centrado no ponto (1,0) cujos lados horizontal e vertical tém
comprimento, respectivamente , 2 e 1.

(a)

Escreva uma trajectéria continua v(t), ¢t € [0,4], cujo lugar geométrico seja o
rectangulo R.

Diga se a trajectoria que escreveu descreve o rectangulo em sentido horario ou
anti-horario.

Para os diferentes valores de t € [0,4] diga se o ponto () de R é regular ou
singular. Existem pontos de reversao?

Use Maple para representar no mesmo grafico o lugar geométrico de 7(t) e as
rectas tangentes nos pontos (0, —1/2) e (1, —1/2), se existirem.

Calcule o comprimento total do rectangulo descrito pela trajectéria ~.

Escreva, se existir, uma outra trajectéria continua v (t), t € [0,4], (71 # ) cujo
lugar geométrico seja o rectangulo R. Caso exista 7;, responda as perguntas
acima para a trajectoria 7,. Compare as respostas obtidas para v e 7;. Comente
os resultados.

7. Considere a trajectéria y(t) dada em coordenadas polares (p, #) por:

(a)

p(t) = sen?(t) 0(t) =t, t €[—m, 7]

Use Maple para representar o lugar geométrico de 7(¢).
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(b)

(c)

Mostre (sem calcular) que os lagos do lugar geométrico de y(¢) tém o mesmo
comprimento e a mesma area. Calcule o valor deste comprimento e desta area
usando Maple.

Encontre um valor ¢ty do parametro ¢ tal que o comprimento do lugar geométrico
de ~(t) para t entre 0 e ty seja % do comprimento de um lago. Comente a sua
resposta.

Encontre um valor t; do parametro t tal que area do sector angular deilimitado
pelo lugar geométrico de (t) para t entre 0 e t; seja % da area de um lago.
Represente o lago e o sector angular no mesmo gréfico.

Represente no mesmo grafico os lugares geométricos de y(t), Ny(t) e M~(t) onde
N e M sao transformacoes lineares de R? representadas, respectivamente, pelas

matrizes:
-1 0 1 0
=T a) v=(o )

Comente os resultados que obteve.

8. Seja y(t) a trajectéria, descrita no tratado das curvas de Gomes Teixeira com o nome
conchdide e dada em coordenadas polares (p, ) por:

1

T D 0(t) =t, t € [0,2n]

p(t) =2

Use Maple para fazer o seguine estudo da conchdide:

Para t € [0, 37/2] represente o lugar geométrico de (t).

Calcule a area varrida pelos segmentos que ligam os pontos da conchéide a origem,
quando ¢ varia entre 0 e 47/3.

Verifique que para t € [g, 37“} o lugar geométrico da conchodide forma um laco.

Encontre o valor ty do parametro t tal que a area varrida pelos segmentos que
ligam os pontos ¥(t) a origem, quando ¢ varia entre 7 e to, seja % da area da regiao
do plano delimitada pelo laco.

Seja L a regiao do plano delimitada pelo laco. Represente no mesmo grafico trés
regioes de L com a mesma area.

Calcule o comprimento do lugar geométrico do lago da conchdide.

Seja M a transformacao linear de R? representada pela matriz:

2 1
M= ( 2 1 ) .
i. Parat € [0, 37“} represente no mesmo grafico os lugares geométricos de 7(t) e
M~ (t).
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ii. Diga para que valores de t o lugar geométrico de M~(t) forma um lago.

iii. Calcule o seu comprimento e a sua area.

9. Seja(t) a trajectéria dada em coordenadas polares (p, §) por p(t) = (cos(4t))?, 0(t) =t
para t € [0,27]. Use Maple para fazer o seguine estudo de ~:

Represente o lugar geométrico da trajectoria.

Diga em que sentido é percorrido o lugar geométrico, identificando os pontos (0)
e y(2m).
Encontre as coordenadas polares e cartesianas de um ponto y(t) # (0,0) que

esteja na interseccao do lugar geométrico de v com a reta dada em coordenaddas
cartesianas por {(z,y) € R* : z = y}.

Calcule a velocidade e a rapidez de (t).
Faca o grafico da rapidez como fungao de t.
Decida se o ponto 7(7) é regular.

Represente no mesmo grafico o lugar geométrico de v e a sua reta tangente em
v(m/4), se existir.

Calcule a drea e o comprimento de um dos lagos do lugar geométrico desta tra-
jectoria.

Encontre valores ¢ e t2 do parametro ¢ tais que a drea varrida pelos segmentos

que ligam os pontos da trajectoria a origem, quando ¢ varia entre 0 e ¢; seja 3 da
area do laco.

Represente no mesmo gréfico o lago e os segmentos de recta passando pela origem
que o dividem em sectores com 1/3 e 2/3 da sua drea.

Seja A : R*> — R? a rotacgao de 7/4. Verifique se A e A% sdo simetrias do lugar
geométrico da trajectoria.

Verifique se a reflexdo R : R? — R? na recta {(z,y) : y = x} é uma simetria do
lugar geométrico da trajectoéria.

Calcule o comprimento da imagem do laco por Ro Ao A.

10. Uma cicloide é a trajectéria percorrida por um ponto no bordo de um disco que rola
sem deslizar sobre uma recta. Suponha que o disco tenha raio 1 e que role sobre o eixo
dos xx de maneira que no instante ¢ o seu centro esteja no ponto ¢(t) = (—t,1). Use
Maple para fazer o seguine estudo da cicldide:

(a)
(b)

Represente no mesmo grafico: a trajectéria do centro do disco e a posicao do disco
nos instantes t = 0 e t = 4. Diga em que sentido rola o disco.

O ponto P que parte de (1,1) em ¢t = 0 é o que vamos acompanhar para estudar
a cicloide. Verifique que este ponto esta sobre o disco, para t = 1.
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11.

12.

13.

14.

(¢) Quando o disco rola de um angulo 6, o ponto P desloca-se para a posigao
c(t) + (cos 0, sin 6)

e percorre sobre a circunferéncia uma distancia igual a #. A mesma distancia é
percorrida pelo ponto de contacto do disco com o eixo dos xz, no mesmo intervalo
de tempo (é isto que quer dizer “rola sem deslizar”). Por outro lado, no instante
t o ponto de contacto estd na posigao (—t,0), a uma distancia ¢ da sua posigao
inicial. Logo, se tomarmos 6 = t teremos a expressao 7y(t) da cicléide. Represente
o lugar geométrico de ~y(t) para t € [0,4].

(d) Calcule o valor 7 > 0 do primeiro instante em que 7(7) pertence ao eixo dos xz.
Represente o lugar geométrico de y(t) para t € [7, 7 + 8.

(e) Calcule a velocidade e a rapidez da cicldide e represente graficamente a rapidez
como fungao do tempo t.

(f) Quais sao os pontos singulares da cicléide? Quais sdo os pontos de reversao?

(g) Represente no mesmo gréfico a cicléide e suas rectas tangentes nos pontos y(m) e
v(37/2), se existirem.

(h) Calcule a distancia percorrida pelo ponto P entre dois instantes sucessivos em
que P toque no eixo dos zx.

Exercicios adicionais

(a) * Use Maple para verificar que o lugar geométrico da trajectéria ag do exercicio 3
esta contido em uma circunferéncia.

(b) * Decida se o lugar geométrico da trajectéria oz do exercicio 3 é toda a circun-
feréncia ou apenas parte dela.

(c) *Use Maple para verificar que o lugar geométrico da trajectéria as do exercicio 3
esta contido em uma hipérbole.

Mostre que o lugar geométrico da trajectéria dada em coordenadas polares (r,6) por
r(t) = —sen(%), 6(t) = t para t € [0,67] contem o ponto do plano cujas coordenadas
polares sao (r,0) = (3, 3).

Repita o exercicio 4 para as demais trajectérias do exercicio 3, nos intervalos e pontos
indicados abaixo, usando os procedimentos que escreveu para o exercicio 5:

Qy t €] — 107,107  pontost = +jm jE€Z

Qs t €] —10m,10x[  pontost=3+L jEZ

Qy t €] — 107, 107] pontos t = jm j € Z (cuidado!)

Esboce o lugar geométrico das trajectorias em coordenadas polares a seguir. Verifique
os seus resultados usando Maple.

(a) r=1—sent, 8§ =t, t €|0,2n], (esta curva é designada por cardidide).
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(b) r=c¢€', 0=t te[-2m2n]

15. Seja v : [, 7] — R? a trajectéria dada em coordenadas polares (r,6) por r(t) =
cost+1,0,(t) = t. Represente o seu lugar geométrico. Verifique que o lugar geométrico
de v é o mesmo que o da trajectéria o : [—m, 7] — R? dada em coordenadas polares
(r,0) por ro(t) = cost — 1,05(t) = t. Mostre que a sua conclusao é verdadeira. O que
acontece se restringirmos o dominio das trajectérias ao intervalo [0,7]? Comente os
resultados.

16. (a) Usando Maple, represente graficamente as curvas dadas em coordenadas carte-
sianas por

i. 3z +4y =5.
ii. 22 + 9%+ 62 = 0.
iii. y=p, p € R.
(b) Encontre as equagoes em coordenadas polares das curvas acima. Verifique que
nao se enganou representando-as graficamente.

17. (a) Calcule a velocidade e a rapidez das trajectérias do exercicio 14 e decida quais
sao os seus pontos regulares.

(b) Para cada uma das trajectérias do exercicio 14, represente no mesmo grafico o
seu lugar geométrico e suas as rectas tangentes (se existirem) nos pontos t = jr /5
para j =0,1,...,10 (e também para j = —10, -9, ..., —1 no segundo exercicio).

18. Encontre as coordenadas polares e cartesianas dos pontos de interseccao, se existirem,
dos seguintes pares de curvas:

(a) r? =2a?*sen(20) e r = a onde a > 0 ¢ 0 € [0, 27].
(b) z=—-1ey=3.
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Cialculo em Computadores 2006/07
Exercicios sobre formas quadraticas

1. Considere as seguintes funcdes P,: R*> — R e Q, : R® — R:
Py(x,y) = 102% + 2y, Po(x,y) = 22° — 2zy + 7y,  Ps(x,y) = 2% + x + 332,
Py(z,y) = 2* — 2% + 22% +o*,  Qi(x,y,2) = V323 4+ oy — 2%z + 222
Qs(z,y,2) = 32% — 49> + 222 + 18zy — Tyz + 3zz.

(a) Verifique, sem usar Maple, quais das expressoes acima definem formas quadraticas.

(b) Para as expressoes acima que definam formas quadraticas, escreva as matrizes
simétricas que as representam.

(c) Use Maple para verificar se nao se enganou na alinea anterior: a partir de cada
matriz simétrica encontre a forma quadratica associada.
2. Para cada uma das formas quadraticas a seguir:
Pa(z,y) = 2% + 22y — 9/° Py(r,y) = —42° + 4oy — o>
Peo(z,y) = 1322 + 6v/3zy + 7y/° Pp(x,y) = —112% + 673y — 5y

(a) Escreva a matriz simétrica J = A, B,C, D que respresenta P;(z,y) e use Maple
para verificar se a sua matriz estd correcta: a partir de cada matriz simétrica
encontre a forma quadratica associada.

(b) Use Maple para calcular os autovalores e autovetores de cada uma das matrizes
que encontrou.

(c¢) Use Maple para representar no mesmo grafico o conjunto Cy = {(x,y) : Py(x,y) =
1} e as duas rectas pela origem onde estdo os autovectores da matriz J. Faca

o mesmo para os conjuntos C_; = {(z,y) : Ps(z,y) = —1} e Cy = {(z,y) :
PJ(CC, y) = O}

3. Sejam P(z,y) = 2> +y* e Q(z,y) = vy. Parai=1,...,6, considere as transformagoes
lineares £; : R?> — R? que sao representadas, respectivamente, pelas matrizes N; a
seguir:

VAR 01 0 —1
(B ) e (6) (0 0)
2 2 2
1
= 0 2 1 1 0
[ 2 _ =
(0 n) (0 ) w0 )

(a) Diga justificando, e sem usar Maple, qual é a imagem das rectas x = 0, y =0 e
x = y pelas aplicacoes lineares L3 e £4. Use Maple para representar graficamente
cada uma delas, e verificar assim se as suas respostas estavam correctas.
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(b) Descreva geometricamente, e sem usar Maple, cada uma das aplicagoes lineares
L;, isto é, em cada caso descreva a imagem: dos eixos coordenados; de uma reta
passando na origem; da circunferéncia de centro na origem e raio 1. Use Maple
para representar graficamente cada um dos conjuntos e sua imagem, e verificar
assim se as suas respostas estavam correctas.

(c) Use Maple para obter expressoes da forma az?+bzry+cy? para as formas quadréticas:
731:770£1, Q,L: QOEZZ:L,(S

(d) Use Maple para obter a matriz Mp, que representa cada uma das formas quadréticas
P; e a matriz My, correspondente a Q;, i = 1,...,6.

(e) Encontre os autovalores e autovetores de cada uma das matrizes N;, Mp, e My,.
Use Maple apenas quando a resposta necessitar de contas.

(f) Para quais das transformagoes lineares £; ¢ possivel encontrar uma base de R?
na qual £; é representada por uma matriz diagonal?

(g) Para quais das formas qudréticas P; e Q; é possivel encontrar coordenadas em
R? nas quais a forma quadratica é representada por uma matriz diagonal?
(h) Parace {—1,1,-5,v2,0}:
i. Classifique e represente graficamente as conicas:
{(2,y) - Pla,y) = ¢}, {(z,y) : Qla,y) = c};
{(x,y) : Pi(x,y) = c}, {(z,y) : Qi(x,y) =c} parai=1,...,6.
ii. Para cada valor de ¢, descreva as relagoes geométricas entre as conicas
{(z,y) : P(x,y) =c} e {(x,y) : Pi(x,y) =c},i=1...6.
Faca o mesmo para {(z,y) : Q(z,y) =c} e {(z,y) : Qi(x,y) =c},i=1...6.
iii. Para os diferente valores de ¢ relacione geometricamente as conicas {(z,y) :
P(z,y) = c}. Faga o mesmo para as conicas {(z,y) : Q(z,y) = c}.

5 3
4. Seja Q(I7y, z) = 51;2 _ \/§Iy + §y2 . 22‘

(a) Encontre a matriz M correspondente a Q(z,y, z).

(b) Verifique que a forma quadratica @ nao é degenerada e classifique a quadrica
H={(z,y,2): Q=,y,2) = 1}.

(c) Represente graficamente a quéadrica H.

(d) Descreva as simetrias de H. Decida se H ¢ uma superficie de revolucao e caso
seja encontre o eixo de revolucao.

(e) Represente no mesmo grafico a quadrica H e os seus planos de simetria.

(f) Encontre coordenadas (X, Y, Z) nas quais a forma quadratica Q(z,y, z) se escreva
na forma aX? 4 bY? + ¢Z2, onde a, b, c sdo os valores préprios de M. Encontre a
matriz da rotacao R que faz esta transformagao. Verifique que nao se enganou:
multiplique as matrizes, e calcule explicitamente Q(R(X,Y, Z)).
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(g) Represente no mesmo gréfico, nas coordendas (X,Y, 7), a quadrica H e os seus
planos de simetria.

(h) Classifique e represente graficamente, as quddricas: {(z,y,z) : Q(x,y,z) = 6},
{(z,y,2) : Qz,y,2) = =3} e {(x,y, 2) : Q(z,y,2) = 0}. Justifique.
5. Seja Q(x,y, 2) = 222 — 2v/3xy — 2%

(a) Encontre a matriz M que representa Q(z,y, z).

(b) Verifique que a forma quadrética nao é degenerada e classifique as quadricas
Q1 ={(z,y,2) : Qz,y,2) =1} e Q1 = {(2,9,2) : Qz,y,2) = —1}.

(c) Descreva as simetrias de @) e Q_1. Decida se alguma destas quéadricas é uma
superficie de revolugao. Caso seja, encontre os eixos de revolugao e a conica que
gera a quadrica por rotacao entre torno do eixo de revolucao.

(d) Represente graficamente as quadricas Q1 e QQ_;.
6. Sejam Qi (z,vy, 2) = 2V 2zy — > + 2% e Qy(x,y, 2) = 2xy + 2x2 + 2y2.
(a) Encontre as matrizes M; e M, correspondentes a Q(z,y, z) e Qs(x,y, 2) respec-

tivamente.

(b) Verifique se as formas quadraticas sao degeneradas e em caso negativo classifique
as quadricas Q;(x,y,2) =1,i=1,2.
(c) Decida se é possivel encontrar uma rotagao L : R®> — R? que transforme o
conjunto {(z,y, z) : Q1(z,y,2) = 1} no conjunto {(z,y, z) : Qa(z,y,z) = 1}.
(d) Decida se ¢ possivel encontrar uma rotagao L : R* — R? que transforme o
conjunto {(z,y, 2) : Q1(z,y,2) = —1} no conjunto {(z,y, 2z) : Qo(z,y,2) = 1}.
(e) Represente graficamente os conjuntos
{(z,y,2): Qi(z,y,2) =1} e {(x,y,2) : Qa(x,y,2) = 1}.
(f) Classifique e represente graficamente, para i = 1,2 as quédricas:
{(z,y,2) : Qi(x,y,2) =5},
{(l',y, Z) : Qi(xaya Z) = _1} €
{(z,y,2) : Qi(z,y,2) = 0}. Justifique.

7. Responda as mesmas questoes do exercicio 6, para Q4 (z,y, z) = gxz — 3y + %yQ + 22
QQ(xv Y, Z) = 3I2 + y2 + 22'

8. Classifique e represente graficamente as conicas {(x,y) : P;(x,y) =0}, i =0,...,10:
Po(z,y) = 2> + 20y —y*  Pilz,y) =Po(z,y) +2  Pa(z,y) = Po(z,y) + 2 —y

Pi(z,y) = —4” +4zy—y*  Pa(z,y) = Ps(z,y)+y  Ps(z,y) = Ps(z,y) +x+2y
Ps(x,y) =42 + 22y +vy*  Pr(x,y) = Ps(z,y) — 22 +y
Ps(x,y) = Ps(z,y) + 122 + 6y + 11 Po(x,y) = Ps(x,y) + 122 + 6y + 14
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9. Responda as mesmas questoes do exercicio 6, para Q;(z,y,2) = —2% — y? + vz — 2°
O, y,2) = 2y + 12 + Y2z + 2°.

10. Responda as mesmas questoes do exercicio 4, para as formas quadraticas:
_ 9,2 .3 3,2 .
(a) Qz,y,2) = =32 + 3V3ry + 22 — 3y” + V3yz;
() Qz,y,2) = —%mz —3y% — %ZQ.

11. Represente graficamente as quéadricas {(z,vy, 2) : Qi(z,y,2) =1}, i=1,...,8:

5 3
Ql(‘raya Z) = 51'2 - \/gl‘y + §y2 + Z2 +x— y—=z Qg(x,y,Z) = Ql(xay7z> —10

Q3(l‘,y, 2) =Ty +Tz+yz+ 22 Q4($,y,2> = Qg(x,y,z) tTr+y—=z
Q5($,y,2)=x2+y2 Qﬁ(iﬁ,Q,Z)ZQ5(3§',?/,Z)+x+y—2
Qr(x,y, 2) = ba® — day + 6xz +y* — 2yz + 22° Qs(z,y,2) = Qr(z,y,2)+x+y—=z
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Cialculo em Computadores 2006/07
Exercicios sobre funcoes de duas e de trés variaveis

1. Seja ¢ : R* — R uma funcdo de classe C° e sejam 1; : R? — R, j = 1,...,7 dadas
por:

Ui(z,y) = o(zy)  dolz,y) =ayp(z,y)  vs(z,y) = ye(z,y)
Ualz,y) = 2Pp(x,y)  Us(ey) = 2Pye(z,y)  delz,y) = ay’e(z,y)  vi(x,y) =y el y)
(a) Sem usar Maple calcule, para j =1,...,7:

9;
ox

0.0 i,

40,0 o

(b) Use Maple para calcular as derivadas de (1a) e também, para j =1,...,7:

2. Para cada uma das expressoes ¢;(z,y), j = 1,...9 abaixo:
pr(z,y) =3 pa(z,y) =y +1 ps(x,y) = 2° +y°
pa(z,y) = 2" —y* @s(z,y) = cos(y) wo(z,y) = |[ly|
prl@y) =5 ws(my) =V Ey =1 polay) = %

(a) Encontre o maior retangulo aberto contido em R? no qual ¢(z,y) estd bem
definida e represente-o graficamente caso seja diferente de R2.

(b) Represente o grafico de ¢. Tente primeiro fazer a representagao grafica sem usar
Maple.

(c) Para cada uma das expressoes acima indique as coordenadas de um ponto do seu
grafico.

(d) Sem usar Maple, determine as fun¢des derivadas parciais de ordem 3 de p;(z,y),
j=1,...,9, sempre que existam. Verifique que nao se enganou usando Maple.

3. Considere a fungao ¢ : R*> — R dada por p(z,y) = e*7¥.

(a) Calcule Vo(z,y).

(b) Verifique que P, = (1,0), P, = (0,1) e P3 = (1,2) sao pontos regulares de ¢(x,y)
e encontre a dire¢ao de crescimento méaximo de ¢(x,y) nestes pontos.

(c) Encontre a diregao da reta tangente a curva de nivel de ¢(x,y) que passa pelo
ponto P;. Fagca o mesmo para P, e Ps.

(d) Represente no mesmo gréfico a curva de nivel de ¢(x,y) que passa pelo ponto P,
e a sua reta tangente neste ponto. Faca o mesmo para P e Ps.
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(e)

Verifique se o lugar geométrico de alguma das trajetorias
Y =(0,1)  at) = (cos(t?),t)  B)=(t,—t) d(t)=(tt+3) teR
estd contido numa curva de nivel de ¢ e caso esteja, represente o seu lugar

geométrico.

Represente graficamente ¢(z,y) bem como as suas curvas de nivel para (z,y) no
quadrado [—2,2] x [—2,2].

Verifique se o ponto (0,0) é um ponto critico de .
Encontre o polinémio de Taylor, Py(z,y), de grau 2 de ¢ em torno do ponto (0, 0).

Represente no mesmo grafico o(x,y) e Pa(x, y) para (z,y) no rectangulo [—1/2,1/2] x
[—1/2,1/2]. Faca o mesmo para as curvas de nivel de p(z,y) e Pao(z,y).

4. Considere a funcio ¢ : R2 — R dada por ¢(z,y) = .

Calcule Vo(z,vy).
Verifique que P, = (1,0), P, = (0,1) e P3 = (1,2) sao pontos regulares de ¢(x,y)
e encontre a dire¢ao de crescimento méaximo de ¢(x,y) nestes pontos.

Encontre a diregao da reta tangente a curva de nivel de ¢(z,y) que passa pelo
ponto P;. Faca o mesmo para P, e Ps.

Represente no mesmo gréfico a curva de nivel de ¢(x,y) que passa pelo ponto P
e a sua reta tangente neste ponto. Faca o mesmo para P e Ps.

Verifique se o lugar geométrico de alguma das trajetérias y(t), a(t), B(t) e d(t)
do exercicio (3) estd contido numa curva de nivel de ¢ e caso esteja, represente o
seu lugar geométrico.

Represente graficamente ¢(x,y) bem como as suas curvas de nivel para (z,y) no
quadrado [—2,2] x [—2,2].

Verifique que o ponto (0,0) é um ponto critico de ¢ e decida se é degenerado.
Caso nao seja, decida se é maximo local, minimo local ou ponto de sela.

Encontre o polinémio de Taylor, Py(z,y), de grau 4 de ¢ em torno do ponto (0, 0).

Represente no mesmo grafico ¢(x,y) e Py(x, y) para (z,y) no rectangulo [—1/2,1/2] x
[—1/2,1/2]. Faca o mesmo para as curvas de nivel de p(z,y) e Py(z,y).

5. Repita o exercicio 4 para p(z,y) = xye—zQ—yz"

6. Considere a fungao ¢ : R* — R dada por p(z,y, 2) = 42 + y* — 2.

(a)
(b)

Seja S a superficie definida em R? pela equacdo ¢ = 0. Represente no mesmo
grafico: a superficie S; o plano z =1 e o plano x = 0.

Mostre que o ponto P = (0,1,1) é um ponto de intersecgao das trés superficies.
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(c) Calcule Vp(z,y, 2).

(d) Encontre os polindémios de Taylor de grau 2 e 6 de ¢ em torno de P e em torno
da origem de R3.

7. O movimento de um péndulo de comprimento [ = 0,1m que se move sem atrito em
um plano, pode ser descrito usando o angulo x que o péndulo faz com a vertical e a
velocidade y do péndulo, através da funcao

2
) m 9
x,y) = kcosx + =— com =9,8— e k==
ez, y) 5 g e l
que descreve a energia total do péndulo. Se uma trajetéria (t) = (x(¢),y(t)) descrever
o movimento do péndulo (ou seja, se z(t) descrever a sua posicao e y(t) descrever a
sua velocidade no instante t) entao, pelo principio de conservacdo da energia, o lugar

geométrico de vy estara sempre contido em uma curva de nivel de .

(a) Calcule Vo(z,y).

(b) Para cada uma das trajetorias v;(t) abaixo verifique se o seu lugar geomético com
t € [0, 27] estd contido em uma curva de nivel de ¢:

(1) = (t, =kl = cost)) (1) = (. —/2k(1 — cost))
Y3(t) = <t> —\/M) ~a(t) = (t, —cos(t)\/ﬁ)

Represente o lugar geométrico das ~;(t) para as quais a resposta foi afirmativa.

(c¢) A condigao de estar contida em uma curva de nivel é necesséria mas nao suficiente
para uma trajetoria descrever o movimento do péndulo — além disto, a segunda
coordenada da trajetoria tem que ser a derivada da primeira coordenada. Verifique
que nenhuma das trajetorias acima poderia descrever o movimento do péndulo.

(d) Verifique que P = (0,0) é um ponto critico ndo degenerado de ¢ e decida se é
maximo local, minimo local ou ponto de sela de .

(e) Determine os polinomios de Taylor Py(z,y) e Ps(x,y), de grau 2 e 3 respectiva-
mente, de ¢ em torno do ponto P = (0,0).

(f) Represente graficamente ¢(z,y) e Po(z,y) bem como suas curvas de nivel para
(x,y) no rectangulo [—3m, 37] x [—20, 20].

(g) Repita os exercicios 7d), 7e) e 7f) para P = (,0).
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Cialculo em Computadores 2006/07
Exercicios sobre integrais de func¢oes de duas variaveis

1. (a) Escreva um procedimento ‘Esquerda2’ em Maple que dados: niumeros a,b,c,d,
uma expressdo ¢(r,y) e um natural n; calcule, para R = [a,b] x [c,d] C R* o

valor aproximado de / @ usando 2" x 2" paralelepipedos, com altura estimada a
R

esquerda nas duas variaveis = e y.

(b) Use o procedimento ‘Esquerda2’ para calcular / @ para cada uma das fungoes e
R

retangulos abaixo, com diferentes valores de n.

(c) Represente graficamente cada uma das fungoes ¢(x,y) abaixo nos retangulos in-
dicados.

(d) Para cada uma das fungoes e retangulos R = [a,b] X [c,d] abaixo, calcule / ")

usando o comando ‘int” de Maple e encontre um valor de n para o qual a diferenca
entre o resultado deste calculo e o da subrotina ‘Esquerda2’ seja menor que o valor
de ¢ indicado em cada caso.

i) o(z,y)=2*+y* R=[-1,1]x[-2,2] =10
i) p(z,y) =2>+y> R=10,1/2] x[1,3/2] e=0.1ee=0.01
i) p(z,y) =22 —¢? R =10,1/2] x [1/2,1] e=01lee=0.01
iv) o(z,y) =sen2zxcosdy R =1[0,7/2] x [0,7/2] e=01ee=0.01
v) ¢(x,y) = sen 10x cos 3y R =[0,7/2] x [0,7/2] e=0.1ee=0.01
vi) p(z,y) =sen?10xcos?3y R =1[0,7/2] x [0, /2] e=0.1ee=0.01

2. Modifique o procedimento do exercicio la) para produzir um procedimento ‘Direita2’
que calcule o valor aproximado de / @ usando 2" x 2" paralelepipedos, com altura
R

estimada a direita nas duas variaveis = e y.
3. Sejam p(z,y) =e“cosby, a=0,b=7/2, c=n/2,d=37/5 ¢ R = [a,b] X [¢,d].

(a) Represente no mesmo gréfico ¢ e a fungao constante igual a 0 para (z,y) € R.

(b) Mostre que para todo = € [a,b] a funcao f,(y) = ¢(x,y) é monétona crescente
em [c,d]. Mostre que para todo y € [c,d] a funcéo f,(z) = ¢(x,y) é monétona
crescente em [a, b].

(c) Paran = 1,...,7, calcule a diferenca entre o resultado dos procedimentos que

escreveu em la) e 2) aplicados ao calculo de [ ¢(z,y). O que pode concluir a
partir destes calculos?
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4. Represente graficamente a regiao 2 € R? e use Maple para calcular / © para:
Q

) Q={(a,y) €[0,1] x[0,~1]: =® <y < —a/2}
o(z,y) = cos(z + y)

i) © = {(z.9) € [0.7/2) x [r/2,37/5] : =~ + 5 <y < 23(;” +3)
QD(QT,y) =e” COS5y

iii) Q = {(z,y) € [0,7/2] x [r/2,37/5] : 62/5 < y < 2?}
Qp(itay) =e” COS5y

iv) Q C [0,1] x [0, —1] a regido entre as curvas : y = —z? e y = —x/2
p(r,y) = ye*

5. Uma placa em espuma em forma de arco é preparada para decorar a fachada de um
prédio. A espuma é preparada incorporando uma quantidade variavel de ar no material
de maneira que a sua densidade no ponto (x,y) seja dada por p(z,y) = 10 + ay kg/m?
onde x e y sao medidos em metros e a > 0. O arco é cortado de um retangulo de 8m
de largura por 9m de altura, de maneira que a placa corresponde a regiao do plano
delimitada pela curva y = 5+ v/9 — 22 com z € [—3,3] e pelos segmentos de reta:
[(2,0):3 < || <4}, {(2,9) : [a] <4}, {(£3,) s 0 <y <5} e {(F4,) 0 <y < 9},

(a) Represente graficamente o arco e verifique que o arco é simétrico para reflexdo no
eixo y.

(b) Calcule a massa do arco e o seu momento em torno da reta y = 0.

(c) Calcule a segunda coordenada do centro de massa do arco como funcao de a.

(d) Verifique se é possivel encontrar um valor de a > 0 tal que o centro de massa do
arco esteja sobre a curva y = 5+ /9 — 22 com x € [—3, 3].

(e) Verifique qual o ponto para o qual tende o centro de massa quando a — +00 e
represente graficamente a altura a que fica o centro de massa em func¢ao do valor
de a, quando a > 0.

(f) Calcule o momento do arco em torno da reta x = 0.



