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1. MODELOS PARA A OCUPAQAO DE LEITOS EM UM HOSPITAL

Todos os modelos desta seccao tém tempo discreto e a unidade de tempo ¢t é 1 dia, t =
t; € 7.

1.1. Modelo basico. Dados de entrada: u,p,m,a € N
u = numero de admissoes em urgencia;

p = numero de admissoes planejadas;

m = numero de mortes entre os leitos ocupados;

a = numero de altas entre os leitos ocupados.

Dados de saida: z € N, z = ntimero de leitos ocupados.

Condigao inicial: z(ty) € N.
Modelo:
2(tir1) = 2(t:) + u(ts) + p(t:) — m(t;) — a(t;)

com a restricao m(t;) + a(t;) < z(t;).

Estados de equilibrio (condigoes iniciais que dao origem a saidas constantes):
Se u(t;) + p(t;) = m(t;) + a(t;) entdo todo z € N é estado de equilibrio. Se u(t;) + p(t;) >
m(t;) + a(t;) entdo nao héa estados de equilibrio.

Critica: este hospital tem uma infinidade de leitos!

1.2. Modelo com limitagao de leitos. Dados de entrada: u,p,m,a € N (os mesmos do
modelo anterior).

Dados de saida: z,n € N
z = numero de leitos ocupados;
n = numero de casos nao atendidos.

Variaveis internas: x € N.

Parametros: L € N, L = ntimero de leitos existente no hospital.

Condigao inicial: z(ty) € N.

Modelo:

x(tir1) = 2(t;) + ulty) + p(t;) — m(t;) — a(t;)
Z(ti+1> = min {I(ti+1), L} n(ti+1) = Imax {l’(t2+1> - L, 0}

Estados de equilibrio: Se u(t;) +p(t;) = m(t;) +a(t;) entdo todo z € N com z < L é estado
de equilibrio. Se u(t;) + p(t;) > m(t;) + a(t;) entdo o tnico estado de equilibrio é z = L.

Critica: este modelo permite obter uma descrigdo mas nao uma previsao.

1.3. Modelo com previsao de saidas. Dados de entrada: u,p € N com as mesmas
interpretagoes do modelo 1.1).

Dados de saida: z,n € R com as mesmas interpretacoes do modelo 1.2.

Variaveis internas: x,m,a € R com as mesmas interpretagoes dos modelos anteriores.

Parametros: L € N como em 1.2; a,w € [0,1] 0 < a+w < 1, a = taxa de altas; w = taxa
de mortalidade.

Condigao inicial: z(ty) € N.

Modelo :

a(t) = az(t;)  mt) =wz(ts) (i) = 2(t:) + u(ts) + p(ts) — m(t:) — a(t;)
2(tir1) = min {x(t;11), L} n(t;y1) = max {x(t;x1) — L,0}
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Estados de equilibrio: Se u(¢;) + p(t;) = 0 entdo o tnico estado de equilibrio é z = 0.

Critica: o numero de altas e de mortes nao é inteiro, o que pode pode ser resolvido
tomando a parte inteira de a(t;) e m(t;). Se os nimeros envolvidos forem muito grandes,
esta irregularidade pode ser ignorada. Se o hospital tiver um servigo de obstetricia o modelo
pode ser aperfeicoado com uma taxa de natalidade :)

1.4. Planejamento de admissoes. Dados de entrada: u, € N; dados de saida: z,n € R
com as mesmas interpretacoes do modelo 1.2.
Variaveis internas: x, m,a,p € R com as mesmas interpretagoes dos modelos anteriores.
Parametros: L € N ; a,w € [0,1] 0 < a+w < 1 como em 1.3; f : R — R estratégia de
admissao (por exemplo: planeja-se admitir metade das saidas previsiveis, f(z) = z/2)
Condigao inicial: z(ty) € N.
Modelo :

a(t;) = az(t;) m(t;) = wz(t;) p(ti) = fla(t:;) +m(t;))
z(tiy1) = 2(t:) +u(ts) + p(ts) — m(t;) — a(t:)

2(tir1) = min {x(t;11), L} n(tiy1) = max {x(t;x1) — L,0}

1.5. Previsao total. Dados de entrada: nao héa; dados de saida: z,n € R com as mesmas
interpretacoes do modelo 1.2.

Variaveis internas: x, m,a,p € R com as mesmas interpretagoes dos modelos anteriores.

Parametros: L € N ; o,w € [0,1] 0 < a+w < 1 como em 1.3; f : R — R estratégia
de admissao (por exemplo: planeja-se admitir metade das saidas previsiveis, f(z) = z/2);
C > 0 nimero constante de admissoes em urgéncia.

Condigao inicial: z(ty) € N.

Modelo :

a(t) = az(t;)  mt) =wzt:)  plt) = flalt) +m(t))  ultin) =C
2(tivr) = 2(t;) + u(ts) + p(t;) — m(t;) — alt;)

Z(ti+1> = min {I(ti+1), L} n(ti+1) = Imax {l’(t2+1> - L, 0}

Critica: Um ntmero constante de admissoes em urgéncia nao é muito razoavel. Como se
pode melhorar isto?

Bibliografia: case study 9.1 de McClamroch, State Models of Dynamic Systems - a case
study approach, editora Springer, 1980

2. DINAMICA DE UMA POPULAGAO, TEMPO DISCRETO
Caracteristicas:

e tempo discreto, unidade de tempo — uma geracao,
e sem dados de entrada.
e dados de saida: x; = dimensao da populagao na geracao ¢
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2.1. Modelo de Malthus. : (séc XIX) Hipdteses:

e nimero de nascimentos proporcional a dimensao da populacao
constante de proporcionalidade o > 0 - taxa de natalidade;
e numero de mortes proporcional a dimensao da populagao
constante de proporcionalidade w > 0 - taxa de mortalidade;
e nao ha migracao.
Formulagao do modelo:
e variavel interna: x = dimensao da populacao,
reR, >0
e dinamica: x(t;+1) = x(t;) + ax(t;) —wz(t;) = px(t;).
i =14 a—w - taxa de crescimento Malthusiano da populagao.
Notacao: z; = x(t;), com condic¢ao inicial g = z(tg). 41 = f(x;) = (1 + a —w) x; = px;
Dinamica do modelo A sucessao (xg,Z1, T2, ..., T, Tir1,...) com ;41 = f(z;) é chamada
uma trajetoria do modelo. '
Trajetorias do modelo de Malthus: z; = (1 +a —w)" 1o = p'xg
Uma condigao inicial para a qual a trajetéria é constante (xg, zg, xo,...) ou seja x;, 1 =
f(x;) =z é chamada um estado de equilibrio da dinamica.
Estados de equilibrio do modelo de Malthus:

e Se =1 todo x € R ¢é estado de equilibrio.
e Se 1t # 1, o tnico estado de equilibrio é x = 0.
e Se 0 < < 1entao x;q <
lim z; = 0 (x = 0 é equilibrio atrator).
e Se > 1 entao x;1q >
lim z; = oo (x = 0 é equilibrio repulsor).

Modelo de Malthus — Representacao gréafica
Trajetérias: x; = p'wzg =2 a esquerda, ;1 = 0.9 a direita y =z a azul

»-
I
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=
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e
e
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2.2. Modelo de Malthus com migragao. Hipdteses:

e crescimento (ou decrescimento) Malthusiano — proporcional a dimensao da popula-
¢ao
constante de proporcionalidade 1 > 0 - taxa de crescimento Malthusiano;
® migracao
— frequéncia de Emigracao constante, £ > 0;
— frequéncia de Imigracao constante, I > 0.
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Formulagao do modelo:

e variavel interna: x = dimensao da populacao, x € R, x > 0
e dinamica: x; 1 = px; +1 — E = px; + M.
e frequéncia de migragao constante, M =1 — F € R.

M
=1,
Representagao gréafica uy=1/3 M =1/4 xy=1/10 & esquerda; xo = 9/10 a direita

Estados de equilibrio do modelo: f(z) =« = x

p=-1/3 M=1/4 x7=1/20 a esquerda; zo = 6/10 a direita

u=-3 M=3 xzy="T76/100 a esquerda; xo = 73/100 a direita

2.3. Equagoes as diferengas. Exemplo: Modelo de Malthus com migragao: (séc XIX)
Dinamica: x;11 = px; + M = f(x;)

Exemplo: n=1/3 M =1/4

Estados de Equilibrio: f(x) =z = xr=-

Trajetorias:
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Teorema 1. A equagao as diferencas x; 1 = px;+M = f(x;) com p >0, u # 1 tem sempre

um estado de equilibrio x, = T—o Além disso:
—
(1) x, € estado de equilibrio repulsor se > 1.
(2) x, € estado de equilibrio atrator se 0 < p < 1.

Prova: Se > 1, entao (x;) é
e mondtona crescente para xo > T,.
e monoétona decrescente para xg < .
Se 0 < p < 1, entao (z;) é
e mondtona decrescente e limitada por x, para xg > x,.
e monoétona crescente e limitada por x, para xgo < .

logo (z;) converge. Resta verificar que lim x; = z,.

1—00
Teorema 2 (do ponto fixo). Se f : I — I for uma fungdo continua no intervalo I C R
e se a sucessao (x;) com xg € I e com x4 = f(x;) tiver limite lim z; = x, € I entdo

fz.) = @.. o

Prova: A funcao f transforma a sucessao (z;)

Zo, f(xO)v fz(xO)v R fn(x0>7 ce
na sucessao (f(z;))
f(@o), f(x0), f2(w0), -, f"(20), - -

logo, lim, .o f(x;) = lim, . ©; = x,.
como f é continua x, = lim, ., f(z;) = f (lim,_ z;) = f(x,).

Exercicio 1 Escreva explicitamente o modelo linear para uma populacao com taxa de
natalidade o = 1, taxa de mortalidade w = 5/3, frequéncia de emigragdo F = 2, frequéncia
de imigracao I = 4, descreva seus estados de equilibrio e as suas trajetorias.

Modelo z;y1 = f(x;) = i+ ax; —wx; + 1 — E = po; + M = 52;/3 4+ 2

Exercicio 2 Escreva explicitamente o modelo linear para uma populagao com taxa de
natalidade a = 1, taxa de mortalidade w = 3, sem migracao, descreva seus estados de
equilibrio e as suas trajetorias.
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Modelo Tiy1 = f(ZL'Z) =2+ 0T —Wr; = JUT; = —X;
Trajetorias do Exercicio 1 Trajetorias do Exercicio 2

Exercicio 3 Escreva explicitamente o modelo linear para uma populacao com taxa de
natalidade o« = 1, taxa de mortalidade w = 3, frequéncia de emigracao E = 2, frequéncia de
imigragao I = 4, descreva seus estados de equilibrio e as suas trajetorias.

Modelo x4y = f(z;) = x;+ax; —wr; + 1 — B = —x; + 2

Exercicio 4 Escreva explicitamente o modelo linear para uma populagao com taxa de
natalidade o« = 1, taxa de mortalidade w = 5/2, sem migracao, descreva seus estados de
equilibrio e as suas trajetorias.

Modelo z;y1 = f(x;) = z; + ax; — wr; = —x;/2
Trajetorias do Exercicio 3 Trajetorias do Exercicio 4  'Trajetorias do Exercicio 5

Exercicio 5 Escreva explicitamente o modelo linear para uma populacao com taxa de
natalidade o = 1, taxa de mortalidade w = 5/2, frequéncia de emigragdo F = 2, frequéncia
de imigracao I = 4, descreva seus estados de equilibrio e as suas trajetdrias.

Modelo x4y = f(z;) = v+ ax; —wx; + 1 — FE = —x; /2 + 2

Teorema 3. A equacao as diferengas x;1 = pr;+M = f(x;) com pu >0, u # 1 tem sempre
um estado de equilibrio x, = T Além disso:
—
(1) x, € estado de equilibrio repulsor se p < —1.
(2) x. € estado de equilibrio atrator se —1 < p < 0.

Teorema 4. Se f : [ — I for uma fungdo C' no intervalo I C R com f(z.) = x. para
algum xx € I entdo:

(1) x, € estado de equilibrio repulsor se | f'(x,)| > 1.
(2) x, € estado de equilibrio atrator se |f'(x,)| < 1.

Mais precisamente, para xo prozimo de x, a trajetoria (x;) da equagao as diferencas x; 1 =
flzi):
(1) afasta-se de x, se |f'(xy)| > 1.
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(2) satisfaz lim;_ ., x; = x, se |f'(z,)] < 1.
2.4. Populagoes: Modelo nao linear: (séc XX). Dinamica: x;11 = f(z;) = p(z;)x; =

pxi(1 — ;)
Exemplos: p=1.5, xz3=0.1 p=3, z0=0.38

il
Lot P P T P

2.5. Populacao com crescimento limitado. : (séc XX e XXI)
Populagao normalizada = € [0, 1]
Dinamica: x; 11 = f(x;)

dois estados de equilibrio: x =0e x =
o 3/2 repulsores

para f%(x) = z quatro estados de equilibrio: repulsores

para f(z) dois estados de equilibrio f(x) =z
uma trajetéria com periodo 2: f(x) =y f(y) = x repulsora

para f3(x) = x oito estados de equilibrio: repulsores

para f(x) dois estados de equilibrio f(z) =z
duas trajetérias com periodo 3 f(z) =y f(y) = =
f(2) = x repulsoras
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fM(z) = f(f"Yx)) gréafico com 2" picos
para f"(z) =x 2" estados de equilibrio repulsores
para f(z) trajetérias repulsoras com todos os periodos.
Bibliografia Seccoes 2.1 a 2.3 de Brauer e Castillo-Chvez, Mathematical Models in Popu-
lation Biology and Epidemiology, editora Springer, 2001
Secgoes 1.1 a 1.2 de Britton, Essential Mathematical Bology, editora Springer, 2003
Secgoes 2.1 a 2.3 de Murray, Mathematical Biology 1- An introduction, editora Springer,
2002

3. DINAMICA DE POPULACOES, TEMPO DISCRETO, CLASSES DE IDADE

3.1. Modelo de Fibonacci (séc XIII). Populagdo de coelhos estruturada por classes de
idade; tempo discreto, um ciclo reprodutivo ~ 1 meés.
Hipoteses:

o fator limitante ao crescimento da populacao é o nimero de fémeas;

e os coelhos féemea atingem a maturidade reprodutiva ao fim de 1 més;

e cada fémea produz uma nova fémea por mes;

e os coelhos fémea morrem antes de completar 3 meses, mas depois de se reproduzirem
aos 2 meses;

e ha coelhos macho em quantidade suficiente para nao limitar a reproducao;

e Varidveis internas:
a numero de coelhas com 1 més de idade
b numero de coelhas com 2 meses de idade

e Dados de saida: N = b+ a numero total de coelhas.
e Dinamica do modelo:
bni1 = a, porque as coelhas ficaram um meés mais velhas.
Gni1 = b, +a, = N, porque todas as coelhas que tinham 1 ou 2 meses se reproduzi-
ram.
N, =b,+a,

Dinamica do Modelo de Fibonacci A,,+1 = L - A,, com

. 11 [ ay [ ao
L_<10) A"_<bn) dado A0—<b0)

Nn = bn + an = Q1.
Exemplo Condigao inicial: ag =1, by =0
(N,,) é a sequéncia de Fibonacci 12358 13 21 28 ...
N, = N,_1 + N,_5 ou seja
A, =L"- A com L"=L-L---L
—_—
n vezes

Queremos prever o comportamento de A, para n grande e para qualquer condicao inicial
Ag.

3.2. Exemplo mais simples. A, = L- A, com

(a1 O [ a, [ ao
L_<0 az) A"_<bn) dado AO_(bO)
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A, =L"- A com L"=L-L---L
| —
n VEZES
2 n
. a1ag o a1ag . Qg
A= ( asbo ) A= ( a3bo ) A= ( azb )

Queremos prever o comportamento de A, para n grande e para qualquer condic¢ao inicial
Ap.

e Se |ay| < 1 entdo a, — 0 e Se |az| < 1 entao b, — 0
e Se |ag| > 1 e ag # 0 entao |a,| — oo e Se |ag] > 1 e by # 0 entdo |b,| — oo
3.3. Modelo de Fibonacci — Polinémio caracteristico.

11 11— 1
Lz(l 0) pL()\):det( 1 _)\):)\2—)\—1
Autovalores

_1+V5 . ﬁzl—\/g
2

¢ >1 (razao de ouro) -1<pg<0.

v () (1)

3.4. Dindmica a partir dos autovetores. Condigao inicial Ay = zv, +yvg, com z,y € R
Al =L A() = [L’¢U¢ + yﬁ'l}ﬁ

Autovetores

A, =L" Ay =x¢"vs+ ys"vgs
Quando n — oo:
e —1<f<0=p"—=0
o Ay — (2¢")vy
Conclusoes
Para quase todas as condigoes iniciais Ay, quando n — oo:

1
e A populacao total tende a crescer segundo a razao de ouro ¢ = +

e A proporcao entre coelhas jovens e coelhas adultas tende para a razao de ouro ¢.

Quase todas as condigées iniciais significa que Ay nao é multiplo escalar de vg,

ou seja, Ag # (0,0)T e

1—
2

S

< 0.

a proporcao inicial entre coelhas jovens e coelhas adultas nao é igual a § =

3.5. Modelo de Fibonacci modificado. Varidveis internas

a numero de coelhas jovens b ntimero de coelhas adultas
Modelo

Gni1 = G, + b, = N, coelhas jovens e adultas que se reproduziram.

bni1 = sa, proporcao das coelhas jovens que sobrou s € [0, 1].

Apy1=L-A,, ouseja A, = L"- Ay com

(11 | an ( ao
L_<SO) An_<bn> dado A0_<b0)
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3.6. Modelo de Fibonacci ainda mais modificado. Variaveis internas
a numero de coelhas jovens b ntimero de coelhas adultas
Modelo a,, 11 = symya, + symsb,, coelhas jovens e adultas que se reproduziram.
bni1 = Soa, proporcao das coelhas jovens que sobreviveu
s1, 82 € [0, 1] taxas de sobrevivéncia.
my, ms > 0 taxas de reproducgao

A,g1=L-A,, ouseja A, =L"- Ay com

L:(Slml slm?) An:<a") dado A0:<a°>
S92 0 bn b()

3.7. Modelo com trés classes de idades. Varidveis internas

Grupos por idades ai, az, az em ordem crescente de idade
Modelo

141 = S1M1A1 5 + S1M202 , + S1M3a3,, Nascimentos.

a1 41 = S1(Mmiay, + moas, + msas )

a2 41 = S201,,, Proporcao da classe a; que sobreviveu

a3 n+1 = S30G2,, Proporcao da classe ay que sobreviveu

s1, S2, $3 € [0, 1] taxas de sobrevivéncia.

my, ma, mz > 0 taxas de reproducao

A1 =L-A,, ouseja A, =L"- Ay dado Ay com

§1My1  S1Mgy  S1MN3 Q1n
L= So 0 0 An = a2 n
0 S3 0 a3 n

3.8. Modelo geral — Matriz de Leslie. (séc XX) Varidveis internas

Grupos por idades ai,as,...,a, em ordem crescente de idade
Modelo
T
Ay =LA, com A, = (14,02, 0un)
S1my S1Mmg -+ S1My—1 S1My,
S o - 0 0
I — 0 S3 - 0 0
0 o - Sw 0
S1,82, ..., S, € [0,1] taxas de sobrevivéncia.
mi, Mo, ..., m, > 0 taxas de reproducgao
3.9. Equacgoes as diferengcas — Exemplo.

_ (a0 7
Aj+1—L'Aj L_(O /@) AJ_<yj)

rj=a'ry  y;=Fyo
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com |a| > |Gl e [af # 0,1 e |3]#0,1.
Se xg # 0, yo # 0 entao

lim |z;| =

J—00

0 se |aj<1
oo se |a|l>1 =00

bl 120l _ (191"l

lzi] ol lwol — \lal ) Jwol

18]
[a] =~ '
Logo a direcao de A; tende para a horizontal.

4 0 A — &£ _ 4]5(30
0 3 ! Yj 37yo

3 J , _ 3 2j
Se o > 0, yo # 0 entao ] :<Z) @e limmzo. |Aj|:43\/z(2)+<1> Yl

|]| To| — j—oo Ile

Como < 1 entao liquoo |y—3 =0.

Exemplo 1 — diregao limite de A;

Aj+1:L'Aj LI<

T
4] |A - oo @ e
g 75+ (1) w6 w5+ ()7 v
lim ! A; = (1,0)"
1 _—
= |Aj]
Se xg < 0, yo # 0 entao
1 T
lim — A —-1,0
P = b

Exemplo 2 — diregao limite de A;
. . . ' . -2 0 o Z’j o (—1)j2j£l§'0
=t 1=(300) A=) =(0e™)

J . ) 1 2j
Se xg > 0, yo # 0 entao Iyl —( ) Iyl e limwzo. |Aj|:2j\/z8+<6) vl

|]| |930| J—0o0 Ile

T
R S € —
|Aj] 2j 2 1\2 2 \6 2 1\2 2
(=15 + (5)” v 75+ (5)7 v
1 . . 1 . T
lim m ;. nao existe! Mas mAj aproxima-se alternadamente de (£1,0)" quando
j—oo |A) J

J — oo.
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3.10. Equacoes as diferencas.

Teorema 5. As trajetdrias A; = (z;,y;)" de Ajy1 = L+ A; com Ay = (z0,0)" e

(i) a=(3)

para |a| > |B| tais que |a| # 0,1 e |B] # 0, 1, satisfazem:
(1) Se Ay = (0,0)T entao A; = (0,0)7.
(2) Se Ag = (20,0)T entio A; = o/ A,.
Se Ay = (0,y0)T entao A; = 1 Ay.
Se xg #0 e yg # 0, entdo
(3)

Jj—00

0 se |al<1 lim |y;| =
0o se la|>1 oYl

{0 se |B] <1

oo se B >1

-yl 1 T .
(4) lim = =0 e — A, — (£1,0)" quando j — 0.
i=o0 |2;] A4
Definicao
Se a € R for autovalor de uma matriz L, n X n entao o subespago vetorial:

Vo={veR": L-v=av}

é chamado autoespaco associado ao autovalor a.

Teorema 6. Seja L uma matriz 2 x 2 com autovalores reais o # (3 e tais que || e |5] # 0, 1.
Entao as trajetérias A; de Ajo1 = L+ A; com Ay € R? tém as seguintes propriedades:
(1) Se Ay = (0,0)T entao A; = (0,0)7.
(2) Se Ay € V, entao A; € V,. Se Ay € Vj entao A; € V.
(3) Se Ay & V,, U V3 entdo:
(a) Se 0 < |B| < |a] <1 entdo lim;_. |A;| = 0.
(b) Se |a| > 1 entdo lim |A;| = oo.
j—o0

(4) Se Ay & Vj entdo V%j‘Aj aprozima-se de V,, quando j — 00.

Prova
L matriz 2 x 2 autovalores |a] e || # 0,1, a # (3, Aj1 =L - A;.
1. Se Ay = (0,0)" entao A, = L-(0,0)" = (0,0)" e A; = L-(0,0)" = (0,0)7.

2. Se Ag € 'V,
entao A; :L~A0:aA0€VaeAj+1:L-Aj:aAj e V,.

L matriz 2 x 2 autovalores |a| e |3| #0,1, a # [, Ajp1 =L - Aj.
U, € Vg autovetores de L.
P e D matrizes 2 x 2 dadas por:

po- (1) rw(9) oo (§

(as colunas de P~! sao as coordenadas dos autovetores).
Entdao P~'-D-P = L.

Se Bj =P Aj entao Bj+1 =D-. Bj.

Se Bj+1:D'Bj eAj:P_l-Bj entao Aj+1:L'Aj.

)
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L matriz 2 x 2 autovalores |a| e |5| # 0,1, a # 3, Aj11 = L - Aj.
_ (a0 -1 _
D—(O ﬁ)comP D-P=1L.

P transforma:
Trajetérias A; de L em trajetérias B; de D.
Autoespagos de L em autoespagos de D (eixos coordenados).

3. SGA() €VQUV5
entdao By = P - Ag nao esta nos eixos coordenados, logo
e Se 0 < |f] < |af <1 entdo lim; . |B;| = 0.
e Se |a| > 1 entao lim |B;| = oo.
j—oo

e as mesmas estimativas valem para A;.
L matriz 2 x 2 autovalores |a| e |5| # 0,1, a # 3, Aj11 = L - Aj.

_ (a0 1. n.p_
D—(O ﬂ)comP D-P=1L.

P transforma:
Trajetérias A; de L em trajetérias B; de D.
Autoespago V,, de L no autoespago correspondente de D (eixo zx).
Autoespaco V3 de L no autoespaco correspondente de D (eixo yy).

4. Se Ay & Vs
entao By € eixo dos yy.
Logo ‘BLJ_'BJ- aproxima-se do eixo dos zz quando j — oo.
Logo ‘ALj'Aj aproxima-se de V,, quando j — oo.

Teorema 7. Seja L uma matriz n X n com n autovalores reais distintos aq,...,a, € R e
tais que |ay| # 0,1. Entao as trajetorias A; de Aj1 = L-Aj com Ay € R™ tém as sequintes
propriedades:
(1) Se Ag=(0,...,0)T entio A; = (0,...,0)T.
(2) Se Ay € V,, entao Aj €V,,.
(3) Se Ag & (Vo,, U---UV,,) entao:
(a) Se 0 < |ag| <1 para k=1,...,n entdo lim; . |A;| = 0.
(b) Se |ag| > 1 para algum k entdo lim |A;| = oco.
J—00

(4) Se Ag & (Vo U---UV, ) e sel|ar| > |agl, kK =2,...,n entdo |A—1j\Aj aprozima-se de
Vo, quando j — oo.

3.11. De volta as matrizes de Leslie.

S1my  Si1mg -+ S1My—1 S1My
S 0 0 0
L _ 0 S3 e O 0
0 0 Sw 0

Se os autovalores « de L forem reais, distintos e |ag| # 0,1, entdo para quase todas as
condigoes iniciais Ay € R”, as trajetérias A; de A;j;; = L-A; com Ay € R¥ tém as seguintes
propriedades:

(1) Se 0 < |ay| < 1 para k=1,...,w entdo lim;_. |4, = 0.
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(2) Se |ay| > 1 para algum k entdo lim |A;| = oc.
j—o00
(3) Se Ag & (Vo,, U---UV,,) ese |aq] > |agl, k= 2,...,n entdo |A—1J_‘Aj aproxima-se de
V., quando j — oo.

Supondo que a matriz de Leslie tenha autovalores reais, distintos e com modulo diferente
de 0 e 1:
Conclusoes:

e Se todos os autovalores de L forem, em mddulo, menores que 1 entao a populacao
estd em extingao.

e Se algum autovalor de L for, em mddulo, maior que 1 entao a populagao cresce.

e A proporcao entre o nimero de individuos das varias classes de idades aproxima-se
da proporc¢ao encontrada no autovetor de L associado ao autovalor de maior médulo.

3.12. E se os autovalores nao forem reais? Exemplo 3 — matriz de rotacao
cosf) —send
M= ( senf  cosf )
Autovalores: cosf 4 isen 6.

Exemplo 4

- cos) —sen® \ ([ rcosf —rsenf \ [ a —Db
“ "\ senf cos® )~ \ rsenf rcos6 )\ b a
Autovalores: rcosf & irsen = a +ib com r = |a + ib|.

Trajetorias Aj 1 = C - A;
Aj = ’f’ij . A().
Se r < 1 entao lim |4;| = 0.
j—oo

Se r > 1 entao lim |4;] = oo.
j—o0

Notacao
Dado v = (z1, ..., 2,) € C", define-se:
v="(Z,...,2,) € C™;
Re(v) = (Re(z1),...,Re(z,)) € R”, Im(v) = (Im(21),...,Im(z,)) € R"™

Teorema 8. Se a £ 1b € C forem raizes do polinomio carcteristico de uma matriz real L,
n X n, entao

v € C" € autovetor de L associado ao autovalor ( = a + b

se e somente se

v € C" € autovetor de L associado ao autovalor ( = a — ib.

Teorema 9. Se a +ib € C forem raizes do polinémio carcteristico de uma matriz real L,
2 X 2,

se v € C? for autovetor de L associado ao autovalor ( = a + ib,

e se P e C forem matrizes tais que

P.Re(v):<(1]) P.Im(v):((l)) CZ(Z —ab)
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entao
P=1.C-P =1L e porisso
P transforma trajetorias A; de L em trajetorias B; de C.

Definicao
Se a +ib € C forem raizes do polinomio carcteristico de uma matriz real L, n X n e se
v=(z1,...,2,) € C" for autovetor de L associado ao autovalor ( = a-+1b, entao o subespago

vetorial V; de R™ gerado por {Re(v), Im(v)} é chamado autoespago associado aos autovalores
a £ 1b.

Teorema 10. Seja L uma matriz n X n com n autovalores distintos o, ..., o, € C e tais
que |ay| # 0,1. Entdo as trajetorias A; de Ajy = L-A; com Ay € R™ tém as seguintes
propriedades:
(1) Se Ay = (0,...,0)T entio A; = (0,...,0)T.
(2) Se Ay € V,, entao Aj €V,,.
(3) Se Ag & (Vo U---UV,,) entdo:
(a) Se 0 < |ag| <1 para k=1,...,n entao lim; . |A;| = 0.
(b) Se || > 1 para algum k entdo lim |A;| = co.
J—00

4) Se Ay Vo, U---UV, ) e se|ai| > |agl, k=2,...,n entdo == A, aprozima-se de
1 n 1A,
Vo, quando j — oo.

3.13. De volta as matrizes de Leslie.

S1my  S1mg -+ S1My—1 S1My,
Sy 0 e 0 0
L _ 0 S3 e O 0
0 0 s Sy 0

Se os autovalores «y, € C de L forem distintos e |ax| # 0,1, entdo para quase todas as
condigoes iniciais Ay € R”, as trajetérias A; de A;j;; = L-A; com Ay € R¥ tém as seguintes
propriedades:

(1) Se 0 < |ay| < 1 para k=1,...,w entao lim; . |A;| = 0.
(2) Se |ag| > 1 para algum k entao lim |A;| = oo.
j—00

(3) Se Ag & (Vo U---UV,, ) ese |ag| > |ag|, k= 2,...,n entao |A—1J_‘Aj aproxima-se de
V., quando j — ooc.

Supondo que a matriz de Leslie tenha autovalores distintos e com médulo diferente de 0
el:
Conclusoes:

e Se todos os autovalores de L forem, em mddulo, menores que 1 entao a populacao
estd em extingao.

e Se algum autovalor de L for, em mddulo, maior que 1 entao a populagao cresce.

e Se o autovalor de L de maior médulo for real, entao a proporcao entre o ntmero
de individuos das varias classes de idades aproxima-se da proporc¢ao encontrada no
autovetor de L associado ao autovalor de maior médulo.
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E possivel mostrar que se as taxas de sobrevivéncia e de natalidade forem todas diferentes
de zero, entao o autovalor de L de maior médulo é real, positivo, e tem um autovetor com
todas as coordenadas maiores do que zero. (Teorema de Perron-Frobenius).

Bibliografia:

Seccoes 1.8 a 1.9 de Britton, Essential Mathematical Bology, editora Springer, 2003

4. MODELOS MATEMATICOS — TESTE-SURPRESA
CADERNOS GUARDADOS
SOBRE AS MESAS SO:

1 FOLHA, LAPIS, BORRACHA, CANETA, REGUA
1 DE ABRIL DE 2009

Para uma populagao normalizada z € [0, 1] com dinamica

2 se0<x<1/2
Tny1 = f(2n) com f(i):{ 2r — 1 sexgl/a. /

mostre que esta populacao tem dinamica cadtica, isto é, que

(1) Existem trajetérias com todos os periodo P € N.

(2) Existe uma trajetéria (z,) = (f™(z0)) tal que, dados y € [0,1] e £ > 0 para algum
NeN |Jzy —y| <e.

(3) Dado € > 0 e dados zo,y0 € [0,1] com |2y — yo| < &, existe um N € N tal que

|f¥ (o) — f¥ (@0)| > 1/2.
5. CONSERVAQAO DA ENERGIA, CURVAS DE NiVEL

Definicao
A C R" aberto. Um campo de vetores em A é uma aplicacdo que a cada ponto de A
associa um vetor de R".

Exemplo
A = semi-plano superior de R?

F(z,y) = <x3, E) define um campo de vetores em U.
Yy

Exemplo
A=R?
F(z,y) = forca exercida sobre uma particula quando passa pelo ponto z € R com velocidade
y=12"€R.
Movimento de uma particula x(t) Posi¢ao da particula no instante ¢
y(t) = 2/(t) Velocidade da particula no instante ¢
2"(t) =y'(t) Aceleragao da particula
Lei de Newton
m = massa da particula F' forca

Energia cinética
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Definicao
¥ : A — R funcao derivavel
F(X)=—-VY(X)=V(—¢)(X) campo de vetores em U.
F(X) é um campo conservativo Lei de Newton para uma particula em posigao C(t)

F(C(t)) = mC"(t)
Energia cinética

1

Sm (C'(1) - C'(1)
Y é a energia potencial do campo conservativo F' = =V

Teorema 11. Se F' for um campo conservativo, com ' = —V1 entao para uma particula
que se move em uma curva sequndo a lei de Newton, a soma da energia cinética e da energia
potencial € constante.

d
Teorema 12 (para n = 1). Se F = ——f for um campo conservativo, entdo para uma

particula que se move em uma curva sequndo a lei de Newton, a soma da energia cinética e
da energia potencial € constante.

Prova do Teorema para dimensao n = 1
Basta provar que se a particula se mover segundo z(t), duas vezes derivavel, entao

d 1

& (e + gua' ) =0

Usando a derivada da funcao composta

4 (1) + gma')-00)) = L) - 20 4 ma'0) -0,

que é igual a zero porque por hipdtese (Newton)

D (w(t)) = ~F(alt)) = —ma”(0)

Teorema 13. Se uma particula se mover sobre uma curva seqgundo a lei de Newton e se a
for¢a sobre a particula for dada por F(x) = —f'(x) onde x € a posi¢cdo da particula, entao o
ponto (x,y) = (x(t),2'(t)) estd sempre sobre uma curva de nivel de E(x,y) = f(x)+my?/2.

5.1. Exemplo — oscilador harménico. for¢a: F(z) = —uz, potencial f(z) = x?/2.
(x,y) = (x(t),2'(t)) estd sobre uma elipse, curva de nivel de E(z,y) = (2% + my?)/2.

X

T
NS
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5.2. Exemplo — péndulo plano sem atrito. for¢a: Fr(f) = —mgsenf (componente
tangencial), potencial f(#) = —mg cos¥.

>

F =-mgsen6
T

F=-mg

(z,y) = (0(t),0(t)) estd sobre uma curva de nivel de E(x,y) = m(—gcosx + y*/2).
forga: Fr(f) = —mgsen, potencial f(0) = —mg cos¥b.

z,y) = (0(t),0'(t)) estd sobre uma curva de nivel de E(z,y) = m(—gcosz + y*/2).
Gréfico de E(z,y) e do plano {(z,y,2): z=1/4}:

(

Orientacao das curvas (z,y) = (0(t),6'(t))

>%)< |

Bibliografia: V.I. Arnold Equations Différentielles Ordinaires, Cap 2 § 12
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6. JOGOS, CURVAS DE NIVEL

6.1. Par ou impar. Jogador que escolheu par.

Resultados:
jogador || adversario
par | impar
par 1 -1
impar | -1 |1

Tatica — par ou impar — jogador que escolheu par.
p = (p1,p2) com p; + ps = 1: joga par com probabilidade p;.

Ganho
1 -1
G(p.q)=p-M-q" M=<_1 1)

Exemplo
Jogador que escolheu par joga p = (1,0)

13
Adversrio joga ¢ = ( -, >
versario joga ¢ (4, 4)
1
G(p,q) = —3 (par perde).

Mais exemplos

31 1
p= (00 = (§1): Gl.0) = 5 (par ganko)
12 1
p=(1,0),q¢= (5, 5), G(p,q) = —3 (par perde).
p=(1,0), ¢ =(1,0), G(p,q) = 1 (par ganha).

6.2. Equilibrio de Nash. Definicao
p é Equilibrio de Nash se para toda tatica q # p

G(q,p) < G(p,p)

Exemplos , para o jogo de par ou impar
p = (1,0) é equilibrio de Nash, com G(p,p) = 1.
p = (0,1) também é equilibrio de Nash, com G(p,p) = 1.
p = (1/2,1/2) também é equilibrio de Nash, com G(p,p) = 0.

Definicao
p é Equilibrio de Nash estrito se para toda tatica ¢ # p, ou

G(q,p) < G(p,p)

ou entao

se G(q,p) =G(p,p) entdo G(q,q) < G(p,q)

21
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Exemplos, para o jogo de par ou impar
p = (1,0) é equilibrio de Nash estrito.
p = (1/2,1/2) nao é equilibrio de Nash estrito.

6.3. Estratégia adaptativa. Populacao de jogadores

x = proporc¢ao dos jogadores que joga par quando escolheu par.

y = proporcao dos jogadores que joga impar quando escolheu par.
0<x<1,0<y<1

X (1) = (2(1),y(1))

Estratégia adaptativa

i;_f — () (G ((1,0), X (1)) — G (X(1), X (1))
d_i = y(t) (G((0,1), X(t)) — G (X(t), X (1))

com z(t) +y(t) =1, isto é:

et) +y(t)=1 e d_f = x(t) () — y(t) — (x(t) —y(t))°)

W) ()~ 2(0) — (alt) (1))

Como y(t) =1 — z(t) entdao x(t) — y(t) = 2x(t) — 1 e
dx

= = 2(t) (2u(t) = 1) (1 - (1)

logo

1 d
se x(t) > 5 entao d—f > 0 e quando t cresce z(t) — 1 ;

x
se x(t) < 5 entdao — < 0 e quando t cresce z(t) — 0 ;

dt

Conclusao
No jogo de par ou impar, a estratégia adaptativa leva quase sempre a um equilibrio de Nash
estrito.

6.4. Jan-Ken-Po. Resultados

jogador adversario

pedra | papel | tesoura
pedra 0 -1 1
papel 1 0 -1
tesoura || -1 1 0
Tatica

p = (p1,p2, p3) com p; + pa + p3 = 1 probabilidades de escolha p;.
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Ganho

0 -1 1
Gp,q)=p-M-q¢" M( 1 0 1)

Equilibrio de Nash
111
—(=,=,=) entdo M - pT = T
Se p <3,3,3) entao P (0,0,0)
Para qualquer tética ¢ o ganho é G(q,p) = 0.
111
Logo p = <§, 3 g) é equilibrio de Nash (nao estrito).

Populacao de jogadores
x = proporc¢ao dos jogadores que joga pedra.
y = proporcao dos jogadores que joga papel.
z = proporgao dos jogadores que joga tesoura.
z,y,z € [0,1] r+y+z=1
X(t) = (x(t),y(t), 2(1))

Estratégia adaptativa
dx
gt
@y
gt

z
dt

ou seja

dx
&
gt
i

Lei de conservacgao
f(z,y,2) = zyz f(X(t)) é constante.
Prova: g
Segue de — f(X (1)) = Vf(X(t)) - X'(¢t) = 0, que é verdade porque

dt
VIX@) = (y(@)2(1), () 2(t), 2(t)y(t))
X'(t) = (2(t) (2(8) =y (1), (1) (x(t) — 2(1)), 2(2) (2(2) — 2(2)))

Lei de conservacgao

f(z,y,2) = zyz f(X(t)) é constante, r4+y+z=1logoz=1—z—y.

de nivel de f(x,y,1 —x —y):

23

Curvas
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Bibliografia (e leitura adicional - aplicagao a Biologia)
Seccao 4.9 de N. Britton “Essential Mathematical Biology”, editora Springer, 2003

7. CILINDRO DE AQUECIMENTO DE AGUA

7.1. Resfriamento de agua. T(t) temperatura da agua Ty temperatura no exterior

d
5 (T(t) = Tp) = —a(T(t) ~ Tp)

a > 0 constante.

Nova variavel

d
x(t) = (T'(t) — Tk) %x(t) = —ax(t)
Solugao
w(t) = a(to)e U T(t) = (T(ty) — Tip) e *=") + T,
T'(t) temperatura da dgua T temperatura no exterior a > 0 constante.
d
5 (T() = Tp) = —a (T(t) = Tp)
solucao
T(t) = (T(to) — TE) e—alt—to) + Ty
Conclusoes:

e Se T'(tg) > Tg entao T decresce exponencialmente para Tg.
e Se T'(tg) < Tg entao T cresce exponencialmente para Tg.
e Se T'(tg) = Tg entao T é constante, igual a Tg.
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Solucao

o(t) = a(to)e ™) T(t) = (T(to) — Tig) e~ ") 4 T,
Gréfico de z(t):

7.2. Aquecimento da dgua. Com a resisténcia ligada a temperatura 7'(t) da 4gua aumenta
a uma taxa constante k > 0.

d
STy =k T) = Kt~ 10) + T(00)
7.3. Cilindro desligado a noite. desligado em ¢t =0, ligadodet =6 at =8
T(t) = (T(0) = Tg)e ™ + Tk para t € [0, 6]
| k(t—6)+T(6) para t € [6, §]

Gréfico de z(t):

dados usados: T'(0) = 85°C, T = 15°C', a« = 3, k =35, t € [0, 8.

7.4. Termostato. Desliga a resisténcia quando a dgua atinge a temperatura 7,4,
Liga a resisténcia quando a agua atinge a temperatura 7,,;,.

Intervalo de tempo com a resisténcia desligada
Comecando em ty com T = T,,,, a resisténcia estd desligada até o instante t; em que
T = Tin
T(t1) = (Tyae — Tpp) €7 4+ Ty = Thi
logo a resisténcia esta desligada durante 7p tempo
1. Thee —Tg
TD—tl tO_OzlnTmm—TE
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Intervalo de tempo com a resisténcia ligada
Comecando em t; com T = T,,;, a resisténcia estd ligada até o instante t5 em que T = T},4,

T(t2) - k(t2 - tl) + Tmin - Tmax

logo a resisténcia esta ligada durante 7, tempo

Tmax - Tmzn
T, = t2 — tl = T
7.5. Cilindro ligado a noite. Liga e desliga ciclicamente. a duracao de 1 ciclo é:
+ 1 ] Tma:c - TE + Tmax - Tmzn
o+ 717, =—1In
b L « Tmz’n - TE k

vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv

Gréfico de T'(t) durante 1 ciclo. Dados: Tyue = 85°C, Thin = 60°C, Ty = 15°C, a = 3,
k = 35.
Nimero de ciclos durante a noite (8 horas):

Tp + 71,

W

2

vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv

Grafico de T'(t) durante 1 noite. Dados: T}, = 85°C, Ty = 60°C, Tp = 15°C, a = 3,
k = 35.

Exemplo
Dados: e = 85°C, Thin = 60°C, Ty = 15°C, a = 3, k = 35.
Cilindro ligado a noite
Duracgao de um ciclo =~ 0,86h. Tempo ligado durante um ciclo ~ 0, 71h. Numero de ciclos
9,28~ 9
Tempo total com a resisténcia ligada: ~ 9 x 0,71h = 6, 42h.
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Cilindro desligado a noite
Desligado em t = 0, ligado det =6 at =8

Conclusao

Com os dados inventados acima, seria muito vantajoso desligar o cilindro a noite. O que
acontece com dados verdadeiros?

8. SISTEMAS DINAMICOS: MODELOS PARA POPULAGOES, TEMPO CONTINUO

8.1. Lei de Malthus com tempo continuo. p(¢) dimensao da populagdo no instante
t € R. « constante.

Sp=ap(t) = plt) = plig)er )

Conclusao: se a > 0 entao a populacao cresce exponencialmente.
Gréfico de p(t) com p(0) > 0:

Observacoes em tempo discreto

Po = p(O) p1 = p(l) = poe”
Pn = p(n) = poe®™ = po (e*)"

Conclusao:
Pn segue uma lei de Malthus com tempo discreto, com taxa de crescimento e®.

USA population growth

Bacterial population growth

@
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Evolucao temporal da populacdo dos EUA (a esquerda, com a curva logistica) e de uma
populacao de bactérias (direita).
(em: N. F. Britton, “Essential Mathematical Biology”)

8.2. Modelo de Velhurst. Modelo mais realista
Hipotese: as taxas de natalidade e mortalidade da populagao dependem da sua dimensao.

Modelo de Velhurst (logistica)
p(t) dimensdo da populagdo. « > 0, M > 0 constantes.

0 = anto) (1-2)

Solugées constantes (pontos de equilibrio):

d . . p()\ _ .
%p(t) =0 se e 86 se ap(t) (1 — W) =0, se e s6 se

p(t) =0 ou p(t) = M  Outras solugées?

8.3. Existéncia e unicidade de solucoes de equacoes diferenciais.

Teorema 14. A equacdo diferencial com condi¢ao inicial:

dx

pri f(x) x(to) = xo

tem solugdo unica x(t) definida para t préximo de ty sempre que f :la,b|— R for uma
aplicacio de classe C definida em um intervalo aberto |a,b[C R, desde que xq €]a, b|.

Como sabemos que a solucao existe, podemos estudar as suas propriedades sem calcula-la
explicitamente.

8.4. Modelo de Velhurst.

Comportamento das solugoes

e f(p)=0seesésep=0oup=M.
Logo, as unicas solugoes constantes sao p(t) =0 e p(t) = M.
As demais solugoes p(t) sdo monétonas.
e Se 0 < p(0) < M entéo 0 < p(t) < M para todo t em que a solugao estiver definida.
p(t) é crescente, porque p' = f(p) > 0.
e Se p(0) > M entao p(t) > M para todo t em que a solucao estiver definida.
p(t) é decrescente, porque p' = f(p) < 0.
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8.5. Solucoes de equagoes diferenciais.

Teorema 15. Seja f : R — R de classe C'. A solugdo tinica z(t) da equacio diferencial
com condi¢cao inicial:

dx
pri f(x)  x(to) = x0

ou estd definida para todo t € R ou, se estiver definida para t €)a,b[ e ndo for possivel
prolongd-la entao

li = I =
Jim fz(t)] =00 lim |2(t)] = oo

8.6. Comportamento das solucoes do modelo de Velhurst.

p’z%pzap@—%):f(p)

Comportamento das solugoes

e Todas as solugdes p(t) estao definidas para todo ¢t € R.
e Se 0 < p(0) < M entao

lim p(t) =0 lim p(t) =M

t——00 t—+o00
e Se p(0) > M entao
lim p(t) =400 lim p(t) =M

t——o00 t——+o00
e O ponto de equilibrio p(t) = M é atrator.

Solugoes da equacao de Velhurst para 5 condigoes iniciais

0.4]

E\N

Conclusoes do modelo
e Se p(ty) = 0 entdo p(t) = 0. O modelo ndo prevé geragao espontaneal

e Se p(tp) > 0 entdo tliin p(t) = M.

O ponto de equilibrio atrator p(t) = M é chamado a capacidade maxima do meio.

8.7. Modelo de Velhurst adaptado para colheita.

p = % = ap (1 - %) —u(t,p) = f(p,1)

u(t,p) > 0 taxa de colheita.



30 MODELOS MATEMATICOS — 2008,/2009

8.8. primeiro modelo: taxa de colheita constante. Grafico de f(p,t) para 3 valores
diferentes de u:

Analise do modelo
Para u > 0 pequeno:

e Dois pontos de equilibrio p; e py com 0 < p; < py < M.
e p(t) = py é atrator.

Conclusoes
Para u > 0 pequeno a capacidade maxima do meio diminui.
O comportamento das solugbes nao se altera significativamente.

Critica:
Quando 0 < p(tg) < p1 a populacdo tende para menos infinito!

Andglise do modelo
Para uw > 0 grande:

e Nao ha pontos de equilibrio.
e p(t) decresce sempre.

Conclusao
Para v > 0 grande o meio deixa de ser capaz de repor a populagao.

Critica:
A populagao tende para menos infinito!
Resumo da dinamica para valores diferentes de u:

Bibliografia (e leitura adicional, outras formas para a taxa de colheita):
Case Study 2-2; McClamroch, N.H., State Models of Dynamical Systems
Cap. 2 Sec. 2.4; Burghes, D.N. e Borrie, M.S.; Modelling with Differential Equations

9. CURVAS DE NIVEL — PREDADOR-PRESA

Lei de Malthus com tempo continuo
p(t) dimensdao de uma populagao no instante ¢t € R.

Cot) = o)

com « constante.
Solugao: p(t) = p(0)e™
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Conclusao: a populacgao cresce exponencialmente.

Comparacao com o modelo com tempo discreto
Para t = n inteiro:

p(n) = p(0)e™" = p(0) (e*)"
o que corresponde a uma lei discreta de Malthus:

p(n+1) =e“p(n).

9.1. Populacgoes de predadores e presas. Dados sobre a populacao de peixes do Mar
Adriatico:

porcentagem de predadores (tubardes, raias) na populacao total pescada:

Durante a primeira guerra mundial (1914-18)

ano 1914 1915 1916 1917 1918
predadores 11.9% 21.4% 22.1% 21.2% 36.4%

A seguir a primeira guerra mundial

ano 1919 1920 1921 1922 1923
predadores 27.3% 16.0% 15.9% 14.8% 10.7%

Observe que houve um aumento na populagao de predadores nos anos de guerra, em que
houve muito menos pesca.

9.2. Equacao de Volterra (1926). z(t) populagao de presas y(t) populagao de predadores

L) = alt)a—by(r)
Gl
=) = yO)(—c+dx(t)

com a, b, ¢, d > 0.

Relacao com a lei de Malthus
taxa de crescimento Malthusiano da presa: a = (a — by(t))
a € a taxa de crescimento da presa na auséncia do predador;
by(t) é a taxa de mortalidade da presa devida aos predadores; taxa de crescimento Malthu-
siano do predador: o = (—c + dx(t))
¢ é a taxa de mortalidade do predador na auséncia da presa;
dz(t) é a taxa de crescimento do predador devida a presenca de presas (comida).

Estados de equilibrio

dx dy

—(®=0 e ZU(t)=0logo (r,y) = (0,0) ou (x,y)z((—j,%)

Teorema 16. A funcao
flz,y) = atyte” @Hw)
¢ constante sobre a curva (x(t),y(t)) cujas coordenadas sio solugoes da equagdao de Volterra

(V).
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Prova
Basta provar que

(f (x(t),y(1)) =0  para  f(z,y) = a°ye (@),

(t)) entao sabemos que

2w =vrem o= 2

d
dt
Seja C(t) = (2(1),y

dt

Temos
0
—f(llﬁ','y) _ xc—lyae—(dﬂc-‘rby) (C o dZIZ')

ox

9 1 —(de
8—5(%&) = 2" e ) (a — by).

Por outro lado, como C(t) = (z(t),y(t)) satisfaz a equacao de Volterra (V) entao
C'(t) = (z(t)(a — by (1)), y(t)(—c + d(t)))

logo
8f dx _ ¢y a,—(de+by)
war Ly (c —dz) (a — by)
e
af dy _ ¢ a, —(dz+by) o af dx
aydt—xye (a —by) (—c+dx) = S b

Conclusao % (f (z(t),y(t))) = 0 como querfamos.

Aplicagao do Teorema
As curvas que representam solugoes da equagao de Volterra (V') estao contidas em curvas de
nivel de

fla,y) = afyte” @ = (a%e™®) (y%e ™).
Para desenhar as curvas de nivel, estudamos antes a funcio g(z) = 2% com «, 8 > 0:
e g(0)=0ce¢ liril g(z) =0;
e 0 Unico ponto critico de g é z = B que é um ponto de méaximo global.

Griéfico de g(z) = 2% com a, 3 > 0

9(2)
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A funcio f(x,y) = xcyre(dw+by) — (z¢e™%) (y*e™) com a, b, c,d > 0 satisfaz:
¢ f0.) = f(x,0)=0e lm fzy)= lm_f(z.y) =0
r—+00 y——+o00

c a
e 0 tlnico ponto critico de f é (z,y) = <E’ E) que é um ponto de maximo global;

e conjuntos de nivel no primeiro quadrante: curvas fechadas em torno do ponto critico.

A esquerda: Grafico para (x,y) no primeiro quadrante de f(z,y) = x¢y%~(@+%) com
a,b,c,d > 0 visto a partir da origem e a direita indicando as linhas de altura constante.

Curvas de nivel no primeiro quadrante de f(x,y) = 2¢y%e~(d=+tv),

- ~ w 'S
T T Y Y B M A T}

LI B
0 1 2 3 4

Teorema 17. Se x(t) e y(t) forem solugoes da equagao de Volterra (V) com periodo P entao
c

a
— e 0 valor médio de y(t) éy = —,

o valor médio de x(t) é T 2

1sto é:

d
1 [P c 1 [P a
T = — Hdt = = j=— t)dt = —.
N LS S B (RTOUS
Prova
dx

Como —(t) = 2/(t) = x(t)(a — by(t)), entao

dt
1 (P ()
F/o (1)

0)

entao

dt % /0 (a — by(t))dt.

Como por hipétese z(P) = z(

P:E’(t) B lng B
/Ox(t)dt—lna:(P) In 2(0) = 0,
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1 [r I b [
— — by(t))dt = — dt = — t)dt =
5[ a-moya=0 — 5 [Cai=g [ ywi-o
e portanto y = % como queriamos. A prova para T é andloga.
Modelo de Volterra:
x(t) populagao de presas y(t) populagao de predadores.
a'(t) = x(t)(a—by(t)) s L LG
y(t) = y(t)(—c+ da(?)) I
Efeito da pesca:
Z(t) = a(t)((a—e)—by(t)) __cte
{ y'@) = yt)(—(c+e)+dux(t)) com £=0 T=gms U=

Conclusao: com a pesca

h& mais presas, ha menos predadores. a pesca favorece a presa!
Bibliografia:
Seccao 4.10 de M. Braun, Differential Equations and their Applications

10. CINETICA DE REACOES QUIMICAS

Reacao quimica

A2 + B2 — 2AB

Exemplo

H2+[2 S 2HIT

Cinética
a = [As] concentragao de Ay a(0) =ag >0
b = [Bs] concentragao de By b(0) = by >0
x = [AB] concentracao de AB  x(0) = zo > 0.
d
d—f = ka(t)b(t) k>0 constante

com

a(t):ao—ﬁ b(t):bo—ﬁ

%:k(ao—§><bo—§>:f(x) E>0  ap>=0 by >0.

Hipétese adicional: 0 < ag < by. Gréfico de f(x):
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(x)

2i 2b
%

10.1. Existéncia e unicidade de solugoes de equacgoes diferenciais.

Teorema 18. A equacdo diferencial com condi¢ao inicial:
dx
— = f(x z(ty) = x
i f(z) (to) = o
tem solugao unica x(t) definida para t proximo de ty sempre que f : R — R for uma
aplicacdo de classe C'.

FEsta solugao ou estd definida para todo t € R ou, se estiver definida para t €|a,b| e nao for
possivel prolonga-la entao

lim |z(t)| = 00 lim |z(t)] = o0
t—at t—b—

Cinética de reacoes — comportamento das solugoes

e f(r)=0seesdsex=0o0uouzx=2a oux=2b.
Solugdes constantes (estados de equilibrio) z(t) = 2ag e x(t) = 2by.

10.2. Comportamento das solugoes de equacoes diferenciais.

Teorema 19. As solucdoes da equacgao diferencial com condi¢do inicial:
dx
— = f(x z(ty) = x
o f(z) (to) = o
com f: R — R uma aplicagdo de classe C* satisfazem:

e Se f(xg) =0 entao z(t) = xy.
e Se f(xo) > 0 entdo f(x(t)) > 0 para todo t e x(t) € crescente.
e Se f(xo) <0 entdo f(x(t)) <0 para todo t e x(t) é decrescente.

Cinética de reagoes — comportamento das solugoes

e As solugoes x(t) que nao sao constantes sao mondtonas:
— crescentes se x£(0) < 2ay ou se z(0) > 2by.
— decrescentes se 2ag < z(0) < 2by
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10.3. Comportamento assintético das solugoes de equagoes diferenciais.

Teorema 20. Seja f : R — R uma aplicagio de classe C*. Se uma solugdo x(t) da
equacao diferencial:

dx

_— = €T
= i)
estiver definida para todo t > ty e se

lim z(t)=LeR

t——+o00
entio f(L) =0 ou seja, T(t) = L € também solu¢ao da mesma equagdo diferencial.

Cinética de reacoes — comportamento das solugoes

e f(z) =0seesdsexr=0ououz=2q ouzx=2b.
Solugoes constantes (estados de equilibrio) z(t) = 2ag e x(t) = 2by.

e Se x(0) < 2ag entao limy_.. z(t) = 2ao
e Se 2ap < z(0) < 2by entdo limy_., x(t) = 2ay.

10.4. Estados de equilibrio.

Teorema 21. Seja a € R um estado de equilibrio da equacgao diferencial:

() = f)

com f: R — R uma aplicacdo de classe C*.

d
e Se d—f(a) < 0 entdo para xo prozimo de a as solugoes x(t) de (x) com x(ty) = xo
x
satisfazem tliin x(t) = a (a € atrator).

df

e Se —(a) > 0 entdo para xo prézimo de a as solugoes x(t) de (x) com x(ty) = xo

satisfazem tlim x(t) = a (a € repulsor).

Cinética de reagoes — comportamento das solugoes

e f(z) =0seesdsex=0ououz=2aq ouzx=2b.
Solugoes constantes (estados de equilibrio) z(t) = 2ag e x(t) = 2by.

e 2ay ¢ um estado de equilibrio atrator.
e 2by é um estado de equilibrio repulsor.

Previsoes do modelo

e Se a concentracao inicial do produto [AB] for exatamente o dobro da de algum dos
reagentes, nao hé reacao.

e A concentragao do produto [AB] aumenta se inicialmente for menor que o dobro da
concentragao do reagente menos concentrado (As), mas ndo pode ultrapassar o dobro
da concentragao do reagente As. Se x(0) = 0 isto é uma previsao razoavel: z(t) = 2aq
quereria dizer que todo o reagente inicial tinha sido consumido na reacgao, dado que
uma molécula de Ay da origem a duas moléculas de AB.
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e Se a concentragao inicial do produto [AB] estiver entre 2ag e 2by entdo x(t) diminui
- logo a(t) aumenta. Nessa situacdo haveria inicialmente mais atomos de A em
moléculas de AB do que em moléculas de A,. O modelo prevé que reacao se dé em
sentido inverso.

e A concentragao do produto [AB] aumenta se inicialmente for maior do que o dobro
das concentracoes dos dois reagentes. Esta nao é uma previsao razoavel. Conclui-se
que o modelo s6 é aplicavel quando a concentracao inicial do produto for pequena.

10.5. Em Scilab.

-->function dxdt=quimica(t,x);
// equacao da reacao quimica em SCILAB
--> a=2; b=4;k=1.5;

dxdt=[ k*(a-x)*(b-x)];
endfunction

save(’quimica.dat’,quimica) // guarda a funcao

//para resolver

clear // limpa a janela

t=0:0.01:30; // tempos em que quero a solu\cao
yO0=1 // condilca o inicial

t0=0 // tempo inicial

load(’quimica.dat’,’quimica’) // vai buscar a fun\ca o

y = ode(y0,t0,t,quimica); // resolve numericamente
plot(t,y) // faz o gr\’afico

Bibliografia: Cap. 9 Secgoes 9.3 e 9.1; P. Lax, S. Burstein, A. Lax, Calculus with Appli-
cations and Computing

11. EQUACOES COM DUAS ESCALAS TEMPORAIS

Considere as equacoes diferenciais:

/

ex! = f(x,y) equagao rapida f:R—R
vy = g(x,y) equacao lenta g:R— R

As duas equacoes podem ser analisadas separadamente por causa da diferenca de escalas
de tempo.
Para € > 0 pequeno:
e Quando f(z,y) nao estd perto de 0, entao
1
') = Z|f (@)l < ly' @) = lg(z, y)]

e Uma boa aproximagao é tomar y(t) ~ constante, e estudar as solugoes x(t) de:

2 (1) = 2 f(w9)
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que tém o mesmo comportamento qualitativo que as solugoes de:

Z'(t) = f(z,y)

e Obtemos uma equacao diferencial diferente para cada y € R.

Exemplo 1
ex’ = —x equacao rapida
{ y = —y equacao lenta
Solugoes:
x(t) = (0 )e_ﬁ solucao da equagao rapida
y(t) = y(0)e” solugao da equagao lenta

Quando t — 400 entao z(t) — 0 e y(t) — 0, mas z(t) tende para zero muito mais depressa
do que y(t).

Gréfico das solugoes (x(t),y(t)) com ¢ = 1/20, como curvas (a esquerda) e como fungao
do tempo — z(t) (vermelho) e y(t) (azul)

%b

e = —(z—y) equacao rapida
y = —y equacao lenta

Exemplo 2

Gréfico das solugoes (x(t),y(t)) com € = 1/20, com orientagao

—==

11.1. Equacao de camada.

{53:’ = f(x,y) equagao rapida
/

vy = g(x,y) equacao lenta
Para 0 < ¢ << 1 analisamos primeiro a equacao de camada:

= f(z,y) com y constante

z(t) cresce quando f(z,y) > 0.
x(t) decresce quando f(z,y) < 0.
x, é um ponto de equilibrio da equagao de camada quando f(x,,y) =0

0
x, é atrator se —f(:c*, y) <0 x, é repulsor se == > 0;
oz Oz
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Exemplo 2
e/ = —(x—vy)=f(z,y) equagao rapida
y = —y equacao lenta
Para 0 < € << 1 analisamos primeiro a equacao de camada:
7= f(z,y) = —(x —y) com y constante

e x(t) cresce quando f(z,y) > 0 isto é, quando z < y.
e z(t) decresce quando f(z,y) < 0 isto é, quando x > y.
e ., é um ponto de equilibrio da equagdo de camada quando f(z.,y) = 0 isto é,

quando x, = y.

0
d a—i(ﬂf*ay) = —1 < 0 logo x, = y ¢ atrator.

As solucoes da equacao de camada se aproximam da reta x = y, isto é, x, = y é um ponto
de equilibrio atrator da equacao de camada.

=

Exemplo 3

/

e/ = (x—vy)=f(z,y) equagao rapida
y =y equacao lenta

Para 0 < ¢ << 1 analisamos primeiro a equacao de camada:

7= f(z,y) = (v —vy) com y constante

e x(t) cresce quando f(z,y) > 0 isto é, quando z > y.
e 1z(t) decresce quando f(z,y) < 0 isto é, quando x < y.
e x, é um ponto de equilibrio da equagao de camada quando f(z,,y) = 0 isto é, quando
Ty =Y.
of ) R _
° %(x*,y) =1 > 0 logo z, = y é um ponto de equilibrio repulsor da equacao de
camada.

—
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11.2. Dinamica na variedade lenta. Defini¢ao
A variedade lenta L em um modelo com duas escalas de tempo:

{53:’ = f(x,y) equacao rapida
/

v = g(x,y) equacao lenta
é o conjunto dos pontos em que f =0, i.e.
L={(z,y): flz,y)=0}
A equagao de camada nao é uma boa aproximagcao perto da variedade lenta, onde f(x,y) = 0.

Perto da variedade lenta a dinamica segue a equacao lenta.

Exemplo 2

y = —y equagao lenta

Variedade lenta L = {(x,y) : f(z,y) =0} ={(z,y): x=y}

{ er! = —(x—vy)=f(z,y) equagao rapida

Dinamica na variedade lenta
e Se y > 0 entao y' <0 logo y(t) decresce.

e Se y < 0entao y’ > 0 logo y(t) cresce.
e y = 0 é o Unico ponto de equilibrio da equacao lenta em L e é atrator.

—

/

==

{ er! = —(x—vy)=f(z,y) equagao rapida

Exemplo 4

y =y equagao lenta

Dinamica da equacao de camada
¥’ = —(x — y) tem um tunico ponto de equilibrio, x, = y, atrator.
Variedade lenta L = {(z,y): x =y}
Dinamica na variedade lenta
e Sey > 0entao y >0 logo y(t) cresce.
e Se y < 0entao y <0 logo y(t) decresce.
e y = 0 é o Unico ponto de equilibrio da equacao lenta em L e é repulsor.
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Grafico das solugoes (z(t),y(t)) para e = 1/20:

— ==
= =

Exemplo 5
ex! = —x—y equacao rapida
y = —2%y equacao lenta
Dinamica da equacao de camada ¥’ = —x — y tem um tnico ponto de equilibrio, z, =
atrator.

Variedade lenta I' = {(x,y): x = —y}

Dinamica na variedade lenta

e Se y > 0entdao y = —2?y <0 logo y(t) decresce.
e Sey < 0entao y = —x*y >0 logo y(t) cresce.
e y = 0 é o tnico ponto de equilibrio da equacao lenta em I' e é atrator.

Solugdes (x(t),y(t)):

y y
%
X X
H H
—»
r={y=x) r={y=x)
Exemplo 6
er! = z—128—y equagao rapida 0 <e <1
y = =z equacao lenta

Dinamica da equacao de camada ©’ = x — a® —y

pontos de equilibrio x, com z, — 22 = ¢(z.) = y.

¢(x,) tem dois pontos criticos em x, = +1/v/3, p(z,) = +2/V/3.
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r={y=xx3% 'y

>
e
4

P\ /—>>\ &
>—/— o\« X
<%

e Sey< —2/V/3ou2/V3<y

a equacao de camada tem um tnico ponto de equilibrio z,, atrator.

e Se —2/V/3 <y <2/V3
a equacao de camada tem 3 pontos de equilibrio,
dois atratores e um repulsor.

Variedade lenta T' = {(z,y) : y=¢(x) =2 —2°}

Dinamica na variedade lenta

e Sex > 0entdao y =z >0 logo y(t) cresce.
e Sexz <0entdaoy =z <0 logo y(t) decresce.
e (z,y) = (0,0) é o tnico ponto de equilibrio da equagao lenta em I" e é repulsor.

Dinamica na variedade lenta, parte repulsora a tracejado

F={y=xx3} 'y
F={y=xx3} 'y N

>
A %>\

%\ - \<<~
NN N\
>\ s\«— X \ Lo
P - «
3

<€_

Dinamica global

y
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11.3. Modelo de Zeeman para o coragao (1973).

{

ex
Y

/

/

r—a3—y

r—1 equacao lenta

equacao rapida 0<e <1
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Identificacao das variaveis
x comprimento da fibra muscular
Estados do coracao

y estimulo, marca-passo.

e equilibrio — diastole, fibras relaxadas;
e acao — sistole, contracao rapida das fibras.

Dinamica global e relacao com o coracao

e Pequena perturbacao — retorno lento ao equilibrio.
e Limiar para desencadear a acao.
e Acao rapida seguida de retorno rapido ao equilibrio.

Dinamica da equacao de camada ¥’ = x — a® — y

e 1 ponto de equilibrio atrator se y < —2/v/3 ou 2/v/3 <y
e pontos de equilibrio, dois deles atratores, se —2/v/3 <y < 2/4/3

r={y=xx3} 'y

-

>

>

> <«

2N\« X
<«
<€_

Variedade lenta I' = {(z,y) :
Dinamica na variedade lenta

y =) =z—2°}

e Sex > 1lentdaoy =z —1> 0 logo y(t) cresce.
e Sex < lentdaoy =z —1<0logo y(t) decresce.
e (z,y) = (1,0) é o tinico ponto de equilibrio da equagao lenta em I" e é atrator.

Dinamica na variedade lenta

F={y=xx% y

N
>
> -
> &«
»K%',/—H> « X




44 MODELOS MATEMATICOS — 2008,/2009

Dinamica global
Pequena perturbacao, retorno lento ao equilibrio — Perturbacao grande, acao e retorno
rapido ao equilibrio

I ={y=xx3} y I ={y=x-x3} y
> %)*
; 9 \

»
-

AN N\ \__~

O limiar para desencadear a agao a altura do méximo local da variedade lenta.

Bibliografia: Arrowsmith e Place - Ordinary Differential Equations, Caps 4 e 5.



