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CAPITULO 1

Resultados gerais

1. Sistemas dinamicos e campos de vectores

Sistema dinamico é um modelo matematico de um processo cuja evolucao passada e
futura depende unicamente do estado presente: mais precisamente, um sistema dindmico é
um par (U, F') tal que:

(1) U é um aberto de R", chamado o espago de fases.

(2) F: R x U — U é uma aplicacdo C*, k > 1.

(3) Cada uma das aplicagoes Fy = F(t, ), satisfaz Fy = idy, Fiys = Fy 0 Fs = Fs0 F}.
A aplicagao F' é chamada fluzo. Cada uma das aplicagoes F; é um difeomorfismo de classe
C*k, porque tem uma inversa C* dada por (F;)™' = F_;, F' é também chamada grupo a um
parametro de difeomorfismos.

A trajectoria de x € U para o fluxo F' é a aplicagdo ¢ : R — U definida por ¢(t) =
F(t,x) e a drbita de x é a imagem de ¢, uma curva parametrizada em U. As érbitas de um
sistema dinamico sao representadas como curvas orientadas no sentido de ¢ crescente.

Um ponto fizo de F' (ou do sistema dinamico) é um ponto x € U tal que F(t,z) = x,
vVt € R; x também se diz ponto de equilibrio.

O espago de fases alargado é R x U: o gréfico de ¢ (contido em R x U) designa-se por
curva integral.

ExeEMpPLO 1.1. A aplicagdo que roda de um angulo ¢ cada ponto do plano define um
sitema dinamico cujo espaco de fase é U = R?, com fluxo dado por

F(t,(zq1,22)) = (x1 cost — xgsent, xq sent + x9 cost)

r__ [ cost —sent \ [ x;
F(t, (21,22))" = ( sent  cost ) ( T ) '
A 6rbita da origem é a prépria origem, que é um ponto fixo de (R?, F'). A érbita de qualquer

outro ponto é uma circunferéncia orientada no sentido anti-horario, e a sua curva integral é
uma hélice no espaco de fase alargado, R3.

ou seja,

O espago tangente a U no ponto x € U é o conjunto dos vectores (em R™) aplicados
em z, designado por T,U; o espago tangente ¢ TU = |J,., T,U = U x R". Um vector
tangente tem 2n coordenadas: as primeiras n indicam o ponto da aplicagao, as outras n, as
componentes do vector.

Um campo de vectores C* é uma aplicagdo U — TU da forma x — (z,v(z)) onde v
é C*. Assim, um campo de vectores associa a cada ponto um vector aplicado nesse ponto.
Habitualmente identifica-se o campo de vectores com a aplicagao v.

A cada sistema dinamico estd associado um campo de vectores vp(x), definido como a
velocidade do movimento de x:

d oF dy

vp(r) = 7 +() L E(O,!E) =

5

(0).
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Por exemplo, o campo de vectores (z,vgr(z)) associado ao sistema dinamico do exem-
plO 1.1¢ 'UF(ZL’l,ZL'Q) = (—1’2,1'1).

Um ponto singular ou ponto critico de um campo de vectores v em U é um ponto z € U
em que v(x) = 0. Os pontos de equilibrio de F' sdo pontos singulares do campo de vectores
v associado.

Um campo de vectores v, de classe C* (k > 1) em U define uma equagdo diferencial
& = v(z) no aberto U C R", usando a notagao & = 2. A cada sistema dinamico (U, F), em
que F' é uma aplicacio C* com k > 2, corresponde a equacao diferencial & = vp(x).

Uma solugio da equagdo © = v(z) em U é uma funcdo ¢ : I — U, onde [ é um
intervalo aberto de R, tal que ¢(t) = v(p(t)), Vt € I; a condigdo inicial (ty, xg) é satisfeita
por ¢ quando tg € I e ¢(ty) = xo.

A imagem de uma solucao é uma drbita da equacao diferencial. No caso especial de xg
ser um ponto singular de v, entao a aplicagao constante ¢(t) = xy é uma solugao da equacao
diferencial satisfazendo a condicdo inicial (ty,zg) e ¢ é designada por solugdo de equilibrio
ou solugdo estaciondria. Cada uma das 6rbitas de & = v(x) é uma curva em R™ cujo vector
velocidade no ponto ¢(t) é valor v(¢(t)) do campo de vectores neste ponto.

TEOREMA 1.1. Dado um sistema dinamico (U, F') e xo € U, a trajectdria ¢ de xq € uma
solugdo de & = vp(x) satisfazendo a condi¢ao inicial (0, xo).

Demonstracao:
A aplicagdo ¢ : R — U, p(t) = F(t,z0) ¢ de classe C', e ©(0) = xg. Resta verificar que
satisfaz a equacao diferencial, ou seja que para todo t € R tem-se ;l—f }T:t = vp(p(t)). Como

F(Fi(x0))| = Fw) =¢t) e —F(y) =uvery)

7=0
entao, substituindo y por F;(zg) = ¢(t) na segunda equacao temos

dp, . d

(1) = - Fo(F(x))

= vr(Fi(20)) = vr(p(t))-

Tal como para sistemas dinamicos, podemos considerar em relagao a uma equacao dife-
rencial definida em U C R"™ o espaco de fases alargado R x U e curvas integrais, graficos
de solugoes de equagao. Assim, uma solucao satisfaz a condigao inicial (tg,zg) se a curva
integral correspondente passar em (tg,zg). As curvas integrais do campo de vectores v sao
tangentes ao campo de vectores © = (1,v) definido em R x U.

A partir daqui, a menos de mencao explicita, todos os campos de vectores sao de classe
C*, com k pelo menos igual a 1.

2. Mudancas de coordenadas

Seja f : U € R" — R" uma fungao diferenciavel; se a : I — U for uma curva
diferencidvel em U passando por z, isto é, se a(t) = x para algum t € I, entao f transforma

ana curva f = foa e Df(x) transforma o vector velocidade v = &(t) em w = §(t) (figura
1).

Dado f : U — R"™, um difeomorfismo de um aberto U C R" sobre a sua imagem
V = f(U) C R", um aberto de R", e dado v um campo de vectores em U, podemos definir
em V um novo campo de vectores w = f,v por w(f(z)) = Df(x) - v(x) ou seja, para

y = f(z) €V define-se w(y) = Df(f~'(y)) - v(f~'(¥))-
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FiGura 1

EXEMPLO 2.1. Para U = V = R?, f(x1,72) = (211,325) = (y1,142) e v : R? — R?,
v(x1,me) = (—x9, 1) temos fou(f(z1,22)) = Df(x1,x2) - v(21,22) = (—2x9,371). Fazendo
a substituicao (z1,z2) = fy,y2) = (¥1/2,y2/3) obtem-se w(yi,y2) = fiv(y,y2) =
(—2y2/3,3y1/2).

Duas equagoes diferenciais & = v(x) e § = w(y) sdo equivalentes se existir um difeo-
morfismo f que transforma as solu¢oes da primeira equacao nas solucoes da segunda: se
@ : I — U for solugao da primeira equacao, entao f o ¢ serd solucao da segunda.

TEOREMA 2.1. Dados um difeomorfismo f: U — V e um campo de vectores v em U,
a equagao diferencial & = v(x) € equivalente a equagdo § = v1(y), onde vy = f,v.

Demonstracao:
Basta aplicar o teorema da derivada de uma funcao composta:
d .
g o) = Df(p(t))o(t) = vi(f o p(t)

EXEMPLO 2.2. De novo v : R? — R? v(z1,22) = (=22, 21). A invaridncia aparente
para as rotagoes sugere a passagem a coordenadas polares, h(r,0) = (rcos@,rsenf).

A aplicacao h nao é um difeomorfismo em R?, mas se considerarmos a restricao de h
aV ={(r6) : r >0 60¢€0,2r]} entao hly : V — R? é um difeomorfismo sobre a
sua imagem U = h(V). Além disso, h transforma coordenadas polares em coordenadas
rectangulares. Como queremos passar (x1,z3) para coordenadas polares, iremos usar a
inversa f = hly "' : U — V e entdo Df (h(r,0)) = (Dh(r,0))”" que valem

Dh(rje):(cose —rsen9> Df(h(r,@)):( cos sené’).

sen 6 7 cos —%sen@ %cos@

Queremos escrever v em coordenadas polares (r, ), ou seja queremso calcular w = f,v dado
por

w(r,0) = Df (h(r,0))-v(h(r,0)) = (0,1).

A equacdo diferencial 7 = 0, § = 1 com condigao inicial (0, (ro,8)) para (rg,f) € V tem
solugao 1 (t) = (ro, 00 + t).

A solugao da equagao diferencial & = v(x) com condigao inicial (0, zy) para xy € U pode
ser obtida fazendo (rg, 0y) = f(xo1,z02) € V, ©(t) = (f o p1)(t), isto é, z1(t) = 1o cos(Gy +1),
xo(t) = rosen(fy+1t). Estas solugdes s6 sao vélidas em U, no entanto elas estao bem definidas
em R? e é ficil verificar que sdo solucoes em R? mesmo para condicoes iniciais que nao
pertencam a U.
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Para os apreciadores de diagramas comutativos, o que fizemos foi definir o campo f,v de
maneira a garantir que o diagrama a seguir comute:

U > TU
fl I Dr
U oo

3. Rectificacao do fluxo

Se x nao for ponto critico de v, existe sempre uma escolha criteriosa de f, como no
exemplo 2.2, que numa vizinhanca de z transforma a equacao diferencial dada numa de
integracao imediata:

TEOREMA 3.1 (Rectificacdo do fluxo). Seja g € U um ponto ndo singular do campo de
vectores v : U — R" de classe C* com k > 1; entdo existe uma vizinhanca V de xy em U
e f:V — R"™ um difeomorfismo C* sobre um aberto f(V) tal que f.v = e;.

As solugdes de & = v(z), com z(ty) préximo de zg, sdo transformadas em rectas. E
claro que V pode ser sempre escolhido de modo a que f(V) = W seja o paralelipipedo
{ly; — fi(zo)| < e,i=1,...,n} para um ¢ € R" suficientemente pequeno (figura 2).

U

/ f W

7 0 _

F1GURA 2

O teorema é local, geralmente V nao contém todos os pontos nao singulares, como se
pode ver no exemplo 2.2.

COROLARIO 3.1. A equagio & = v(x) definida em U admite uma solugdao verificando a
condigdo inicial (ty,x9) com xo € U se v for um campo de vectores C* com k > 1.

Demonstragao:
Se v(zg) = 0 entdao ¢ = zp é uma solugao; se v(xy) # 0 e aplicando o teorema anterior,
transforma-se a equacao diferencial dada numa de integracao imediata, associada a e; = f,v.
A solugao procurada serd o(t) = (f~! o p1)(t), onde p1(t) é solucao de 5y = e; satisfazendo
¢1(to) = f (o). O

De maneira perfeitamente analoga, tendo em conta a unicidade de solucao da equagao
T = e, pode-se demonstrar:

COROLARIO 3.2. Dado um campo de vectores v : U — R" de classe C* com k > 1,
tal que v(xg) # 0 se ;, i = 1,2 sao solugoes de & = v(x) satisfazendo p;(ty) = xg, com
i I; — V. C U (onde V € a vizinhan¢a de xo dada pelo teorema 3.1 ), entdo o1 = o em
LN
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Em conjunto, os corolarios 3.1 e 3.2 afirmam a existéncia e unicidade numa vizinhanca
de um ponto nao singular zy, da solugdo de & = v(x) com a condicdo inicial (o, zg). Mais
adiante serd eliminada a restri¢ao v(zg) # 0.

Diremos que ® : IxV — U é o fluro local do campo de vectores C* (k > 1) v : U — TU
em torno de xy € U se:

(1) I =] —¢,+€] e V é uma vizinhanca de z( contida em U.

(2) ® é de classe C*.

(3) Para cada t € I a aplicagio x — ®(t,z) = ®'z é um difeomorfismo sobre a sua
imagem.

(4) Para cada x € V a aplicacao t — ¢(t) = ®'z é uma solucao de equagao diferencial
associado ao campo v, satisfazendo a condigao inicial (0, x).

(5) Existe uma vizinhanga V C V de z, tal que, para todo z € V e para todo s,t € I
tem-se O (1) = &% o O(x).

A definicao anterior de fluxo corresponde a I=ReV =U =V.

COROLARIO 3.3. O campo de vectores v de classe C*, k > 1 define um fluzo local na
vizinhanga de qualquer ponto xo € U nao singular.

Demonstragao:
Primeiro demonstramos o resultado para o campo de vectores v = e;. Dado qualquer aberto
W C R" para cada xy € W podemos tomar ¢ € R™ tal que o cubo de aresta 6e centrado em
xo esteja contido em W. Definimos V' como o interior do cubo de aresta 4¢ centrado em g,
I =] —¢,+¢e[ e ®(t,z) = x + tey. E facil verificar que @ : I x V — W é um fluxo local em
o, em que a vizinhanca V referida em 5 é o interior do cubo de aresta 2 centrado em .

Seja agora v um campo de vectores em U, v(zg) # 0; pelo teorema 3.1 existem uma
vizinhanca U’ de xg, um aberto W € R e um difeomorfismo f : U — W tal que f.v = e;.
Se W:1xV' — W éo fluxo local de e; construido acima, entao ®(t,z) = f~1(U(t, f(x))
define um fluxo local em xg com @ : I x V') — U. O

No corolario 3.3 nao é possivel garantir a existéncia de um fluxo global, como mostra o
exemplo a seguir:

EXEMPLO 3.1. A expressao v(z) = —x? define um campo de vectores de classe C™ em
U = R. A solucao geral da equacao diferencial associada pode ser calculada facilmente:

. 2
r=—x Zo
{ S(Z(to):l’o eR ( ) (t—to)l’o—'—l ( 0)

A tnica solugao que estd definida para todo ¢ € R é a solucao constante nula, que corresponde

as condigoes iniciais z(ty) = 0.

TEOREMA 3.2. Seja ¢ : I — U uma solugdo de & = v(x) com condi¢do inicial (ty,xo),
definida pelo campo de vectoresv : U — TU e seja As : R — R a translagao A4(t) = s+t,
entdo para todo s € R, po Ay : A_,(I) — U € ainda solugio de & = v(x) com condigdo
inicial (ty — s, ).

Demonstracao:

d

5P 0 As(t) = o(As(1) = v(p(As(t))) = vlp o As(t)).
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Do coroldrio anterior resulta imediatamente :

TEOREMA 3.3. Se v for um campo de vectores C* comk > 1 em U e 2y € U for ndo
singular, existe uma vizinhanc¢a V' de xq e existe ¢ € RT tais que se x € V, existe e estd
definida em I =] —¢e, +¢[ a solug¢do p(t,z) de & = v(x) satisfazendo a condi¢do inicial (0, x);
@ é uma aplicagcdo C*, isto €, a solucdo depende continua e derivavelmente, até ordem k, do
tempo e da condi¢ao inicial.

Um resultado andlogo pode ser obtido para equacoes diferenciais dependendo de para-
metros, como no exemplo a seguir:

EXEMPLO 3.2. A familia de campos de vectores v, : R2 — R2, v,(z1, 22) = (az; —
T, T1 + azy) estd associado o fluxo local ¢, (t, x1, z2) que, para cada a, descreve as solugoes
de .

r1T = ar; — X2
{ i’g = 1+ axs.
Para ver que F' é uma funcao C* de todas as variaveis, incluindo o parametro a, incluimos
o parametro como nova variavel

Zifl = ary — T2
1'2 = I+ axs
a = 0.

e as solugoes do novo sitema de sao dadas pelo fluxo local 1 (t, 21, 9, a) = (@a(t, 21, x2), a).
Pelo teorema 3.3, em torno de qualquer ponto (z1, x2) # (0,0) a solugao ¢ é C*°. Neste exem-
plo conseguimos calcular explicitamente o fluxo local (que neste caso é global) p,(t, z1, z2) =
e (xy cost — xosent, xy sent + x5 cost) e observar directamente que ¢ ¢ uma funcao C* de
a.

Para tratar o caso geral, seja v : U x A — TU uma aplicacao tal que o seguinte diagrama
¢ comutativo, onde p e p; sao as projecgoes naturais:

Ux A 2, TU
mN\, 7
U

isto é, v é uma familia de campos de vectores em U, parametrizada pelos pontos de A.
Vamos supor que A C R™ seja um conjunto aberto e que v seja de classe C* (k > 1) em
U x A.

TEOREMA 3.4. Seja (9, ) € U x A tal que v(xg, ag) # 0, se v(x, a) for de classe C¥,
k>1emU x A entio existem ¢ € Rt e vizinhancas V e W de xy e ag, respectivamente,
tais que a solugao p(t, x, ) da equagdao diferencial y = v(y, ) verificando a condigdo inicial

©0(0,2,a) = z estd definida em [ x V x W, com I =] —¢,+¢[, e é de classe C* relativamente
a(t,z,a).
Demonstragao:

Consideramos em U x A o campo de vectores 7 = (v,0). Como (xg,ap) é um ponto nao
singular de T, podemos aplicar o teorema anterior. A solugao de T que passa por (z, «) para
t = 0 é dada por (p(t,z,a),a), por isso podemos concluir que (¢, z,a) é uma fungao de
classe C*. O



3. RECTIFICACAO DO FLUXO 11

Adiante veremos que a restri¢ao v(zg) # 0 no corolédrio 3.3, e portanto a restrigao andloga
nos teoremas 3.3 e 3.4, pode ser evitada.

ExEmMpPLO 3.3. O campo v(z,y) = (y,1) é sempre diferente de (0,0) e por isso pode
ser rectificado em torno de qualquer ponto do plano. Para rectifica-lo, procuramos um
difeomorfismo f(x,y) = (z,w) tal que f.v = (1,0), ou seja, tal que Df(x,y) - v(z,y) =
(1,0)[f(sy) = (1,0). Tentamos encontrar as entradas a, b, ¢,d de uma matriz tal que

(e a)(1)=(o)

Neste caso é facil adivinhar a solucdo a = 0, b =1, c =1, d = —y, que leva a f(z,y) =
(y,z —y?/2). Como det Df(z,y) = —1, entao f é um difeomorfismo local.

Podemos verificar que a solugao esta correcta, fazendo directamente a mudanca de coor-
denadas na equacao diferencial associada a v:

z=1y z=9y=1
e ) — 90
Yy Y . . yy
y=1 w—x—E w=1x 5 =y—y=20

Outra maneira de encontrar o difeomorfismo rectificador f(z,y) = (z2(z,y), w(x,y)) é
pensar que para ter Z = 1 é preciso que z(x(t),y(t)) = t + ¢ com ¢ uma constante, e que
para ter w = 0 é preciso que w(x(t),y(t)) seja constante. A primeira afirmacao ¢ facil neste
caso, basta tomar z(z,y) = y. Para a segunda, integramos os dois membros da equacao
diferencial:

i =v) = [ = [ uls)is

e usando a equacao y = 1 temos,

/Ot:b(s)ds = x(t) — x(0) /Ot y(s)ds = /Oty(s)y(s)ds = y* (1) — y*(0)

yA(t) y*(0)
o(t) = S~ = w(0) - L=

Logo w(z,y) = x — y*/2 é constante sobre as érbitas de v, como querfamos.

logo,

/

N

F1GURA 3. As 6rbitas do campo v(z,y) = (y, 1) do exemplo 3.3 sdo pardbolas
que sao transformadas por f(z,y) = (y,z — y?/2) em rectas horizontais.
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Pelos céalculos acima concluimos que o fluxo local associado a este campo de vectores é:

t+v0)* oyl
gp(tv'r07y0) = (% - ?0+x07t+y0

e que as suas 6rbitas sao pardbolas (figura 3). Cada uma das trajectérias esta definida em
I =R.

EXEMPLO 3.4. O campo v(z,y) = (v + y, 1) também ¢é sempre diferente de (0,0) e por

d
isso pode ser rectificado. Procuramos f(z,y) = (z(z,y), w(z,y)) tal que %z(z(t),y(t)) =1,

por exemplo, z(z,y) = y. Para garantir que Ew(a:(t),y(t)) = 0 ou seja, para garantir que

w(z(t),y(t)) seja constante, usamos a mesma estratégia do exemplo anterior: reescrevemos
T =x+ 7y como T —x =y e tentamos reconhecer a o primeiro membro como a derivada de
uma funcgao. Isto fica mais facil se multiplicarmos os dois membros pelo factor integrante
et

d

o (ete™) = (@ —z)e =ye ' = % ((=y+1)e)

em que usamos y = 1 para a ultima igualdade. Logo

r(t)e™ — 2(0) = /0 (z(s) — xz(s))e?ds = /0 y(s)e *ds = —(y(t) + e " +y(0) + 1

e, usando y(t) = t + y(0) conclui-se que x(t)e™® + (y(t) + 1)e ¥ é constante. Podemos
tomar w(zx,y) = (r+y+ 1)e”¥ como candidato a difeomorfismo rectificador. Resta verificar
que f(z,y) = (y,(z +y + 1)e7?) define um difeomorfismo local, bastando verificar que
Df(z,y) tem determinante igual a —e™¥ # 0 em todos os pontos.

7
)

FI1GURA 4. As érbitas do campo v(z,y) = (y,1) do exemplo 3.4 que sao
transformadas por f(z,y) = (y, (x + y + 1)e™¥) em rectas horizontais.

Dos céalculos que fizemos para encontrar o difeomorfismo rectificador podemos obter o
fluxo local, que é
o(t,z0,y0) = (—(t+yo+ 1) + (w0 +yo + 1)e’, t +yp) -

Nao é uma coincidéncia que rectificar seja o mesmo que o encontrar o fluxo, como veremos
mais adiante.
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4. Prolongamento de solugoes

Seja v um campo de vectores em U C R", e zy € U e seja p(t) uma solugdo de & = v(z)
satisfazendo ¢(ty) = z9 e com dominio I, ¢ diz-se prolongdvel, ou prolongdvel para a frente
ou prolongadvel para trds, respectivamente, se existir uma solugao @, que coincide com ¢ em
I, definida para todo t € R (respectivamente para t € I U[ty, +oo[, ou para t € U] — oo, t]).
Se I' C U, a solugao de & = v(x) com condigao inicial (tg, ) diz-se progongdvel até I' para a
frente se existirem t; > to e uma solucdo ¢ definida em [to, 1] tal que ¢(ty) = zo e ¢(t1) € T
a definicao de prolongavel para tras até I' é andloga.

EXEMPLO 4.1. As solucoes da equacao diferencial do exemplo 3.1:

= —z? T
{ tt)=merR  — 0= gTmgt - 2h)

nao podem ser prolongadas além do valor de ¢t em que o denominador se anula. A tnica
solugao prolongdvel para frente e para tras é a que corresponde as condigdes iniciais z(ty) = 0,
que ¢ a solucao constante nula, definida para todo ¢t € R. A solugao para a condigao inicial
©(0) = 1, dada por ¢(t) = 1/(t+1) é prolongavel para a frente, mas ndo para trds. A mesma
solugdo é prolongavel para tras até o conjunto I' = {2} C R porque ¢(t) = 1/(t + 1) estd
bem definida em [t1,¢5] = [-1/2,0] e p(—1/2) € T.

TEOREMA 4.1. Seja A C U C R™ um conjunto compacto, nao contendo pontos singu-
lares, de fronteira I'. A solug¢do ¢ de & = v(x) com p(ty) = xg € A € prolongdvel para a
frente (para trds) ou prolongavel até I' para a frente (trds); o prolongamento € iunico (i.e.
duas solugoes verificando a mesma condi¢ao inicial coincidem na intersecgcao dos intervalos

de defini¢ao).

Demonstracao:
Consideramos o caso de prolongamento para a frente, sendo o outro analogo.

Unicidade:

Seja T' o supremo dos 7 € R para os quais ¢; e ¢, duas solugoes de & = v(z) com
condicao inicial (to, zo), coincidem em [to, 7] (figura 3) com ¢; : [; — U.

FIGURA 5

Se T' € I) N I, entao ¢; e o coincidem numa vizinhanca de T pela unicidade local
de solugao, o que contradiz a definicdo de T. Portanto ¢ = @9 apenas em [ty,T[, e este
intervalo tem que ser exactamente o dominio de defini¢ao (a direita de ty) de pelo menos
uma das solugoes.

Existéncia:

Seja T o supremo dos T para os quais existe solu¢do ¢ em [to, 7] com ¢(ty) = x¢ e com
o(t) € AVt € [ty, 7]. Se T = 400, a solugao é prolongédvel para a frente.

Vamos supor 7' < +o00; do coroldrio 3.3 e do facto de A ser compacto, existe ¢ € R*
tal que a solugdo ¢ de @ = v(z) com @(ty) = T existe e estd definida em | — ¢, 4+¢[, para
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todo & € A: cobrimos A com os abertos V(Z) da definicao de fluxo local, extraimos uma
subcobertura finita e tomamos € como o minimo dos (%) correspondentes.

Tomamos 7 €T — ¢, T[; entdao ¢(t) € A para t € [to, 7| e existe uma solugdo ¢ definida
para |t — 7| < € tal que @(7) = (7). As solugoes @ e ¢ coincidem na interseccao dos seus
dominios de defini¢ao, conforme vimos. A partir de ¢ e ¢ podemos construir uma solugao
definida em [tg, T +¢[ com ¢ (ty) = xo, tomando ¢ = p em [tg, 7 —c[e ) = pem |7 —e, T +£];
note-se que 7 +¢ > T

E claro que ¢(t) € A se t € [to, T, pela definicao de T, e portanto ¢(T) € A; se
W(T) € int A terfamos ¥(t) € A para t > T, contradizendo a definigdo de T', por isso
W(T)eT ey(t) ¢ Aset>T (suficientemente préximo de T). O

Note-se que da demonstracao resulta que para cada solugao s6 podem acontecer duas
situagoes: ou a solucao é prolongavel para a frente indefinidamente, ou entao atinge a fron-
teira de A e sai, para um ¢ finito. Em particular, se for possivel provar que a solucao nao sai
de A, ela serd prolongavel indefinidamente.

5. Construcao do difeomorfismo rectificador

Ja vimos que a partir do teorema da rectificacao do fluxo se pode demonstrar a existéncia
e unicidade de solugoes de equacoes diferenciais. Nesta seccao mostraremos que a reciproca
é verdadeira, isto é, que conhecendo as solugoes p(t,x) de & = v(z), ¢(0,z) = x, é facil
determinar um difeomorfismo f rectificador. Se xy € U nao for singular, sabemos que, para
algum e positivo, o dominio de ¢ contem | — &, +¢[x V', sendo V' uma vizinhanga de zq em
U. Seja A a intersecgao com V' do hiperplano que passa por g e é perpendicular a v(xg),
indicado a tracejado na figura 4, ou seja A ={x € V (z — xg) - v(xo) =0} N V.

FIGURA 6

Se a primeira coordenada de v(xg) for v;(z) # 0 entdo podemos construir um isomorfismo
linear A : R"™1 — v(z9)t C R™ através de

n

Vi\T
Y2, s Yn) = (zo1 — Z v (z0) (Yi — T0i), Y2, - - -+ Yn)

1=2

que transforma um aberto W/ C R* ! em A.

Definimos h :] —¢, +e[x W' — V através de h(t,ya, ..., yn) = ©(t, A(y)). Por construcao
h transforma solugoes de ¢ = ey, y(0) = (to, Y20, - - - Yno) €m solugoes de & = v(x), x(ty) =
A(yo). Resta verificar que h é um difeomorfismo local. Seja yo = A~ (zg); entao h(0,y) = o,
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e por outro lado:

Ul(l’o) —’UQ(IL’(])/Ul(SL’(]) c. —Un(l'o)/’Ul (LU())
Dh(0,y0) = velo) I,

on(0)

E fécil verificar que det Dh(0,yo) = lv(20)|?. Como estamos supondo vy (z) # 0

1
U1 ([L’o)

entdao det Dh(0,y9) # 0, ou seja Dh(0,yo) é inversivel. Pelo teorema da funcao inversa
existem abertos V; e W, vizinhangas de zq e (0,yo) respectivamente, com Vi C Ve W C
| —e,+e[xW' e f: Vi — W da mesma ordem de derivabilidade de h (isto ¢, de ¢ e de
v) tais que f = h™!|,. Por construcdo, o difeomorfismo f assim determinado transforma v,
definido em V7, no campo de vectores e; = f,v definido em W.

6. Equacoes diferenciais nao auténomas

Até agora estudamos equacoes diferenciais autdnomas, equagoes em que a expressao para
2 nao depende explicitamente da variavel t. Passemos ao estudo de equacoes diferencias nao
auténomas, isto é, do tipo & = v(t,x) com (t,z) € W C R x R", onde v : W — TR" é
uma aplicacao C*, que para cada t é um campo de vectores em U; = {x € R": (t,x) € W}.
Se W for aberto, U; também o sera. Neste caso, é mais facil estudar as curvas integrais,
definidas em W C R x R", e cujo vector tangente em cada ponto é dado por (1,v).

De facto deveriamos partir do campo de vectores T(s,z) = (1,v(s,z)) em W: a primeira
componente duma solu¢ao da equacao diferencial associada é obviamente s = t, isto é,
?(t) = (t,p(t)); interpretamos @ como gréfico da curva . Esta serd a solu¢ao da equagao
diferencial ndo auténoma @ = v(t, x).

EXEMPLO 6.1. A equagado & = t—l—il = v(t,x) estd bem definida em W =| — 1, +00[xR

e aqui U; = R para todo t. Resolver esta equagdo com a condigao inicial z(ty) = xy é
equivalente a resolver:

s =1 _
{ P com a condigao { Z((i(])) B txo
s+1 o= 0

que é uma equagao auténoma em W.

TEOREMA 6.1. Dado (ty,z0) € W C RxR", existe uma vizinhanga V' de (ty, xo) contida
em W e um difeomorfismo C* f : V. — Vi com Vi aberto em R x R", com coordenadas

y YLy - - -y YUn), tal que a equagao © = v(t,x), com v de classe C¥ em V' € equivalente a equagao
t,y Yn), tal 10 t de classe C* em V € equivalente a i
y=0em V.

Demonstracao:

Seja 7 = (1,v) como acima; o ponto (tg,xy) é sempre ponto nao singular de ¥ e podemos
aplicar o teorema 3.1 . Assim f, 7 = e; € R X R" com coordenadas (7, z), e portanto 7 = 1,
Z = 0. A tunica dificuldade esta em mostrar que a coordenada t em V é transformada na
coordenada 7 em V. A partir da solugao da ultima equacao, de integracao imediata, e proce-
dendo como em 5, construimos um difeomorfismo rectificador em que as novas coordenadas
sao (t,y). O

Ao contrario do que acontece nas equacgoes auténomas, nao é necessario que v seja difer-
ente de zero em (tg, xg); por outro lado, neste caso sdo as curvas integrais que podem ser
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X W y

| X ?/ / —f> f(t,x)
%

FIGURA 7

rectificadas, e nao as solugoes. Os resultados apresentados a seguir, bem como as suas
demonstragoes, sao perfeitamente analogos aos ja considerados para equagoes diferenciais
auténomas, sem a dificuldade de evitar pontos singulares.

TEOREMA 6.2. A equagdo & = v(t,z), com v de classe C*, k > 1, tem uma solugdo ¢
que satisfaz a condigdo inicial (to, zo) € W definida em |tg — e, to+ €[ para um certo € € RT.
Duas quaisquer solugoes verificando essa mesma condi¢ao inicial coincidem na intersec¢ao
dos seus dominios de defini¢do.

Note-se que agora v(tg,zg) = 0 é admissivel; se interpretarmos & = v(z) como caso
particular de uma equagao nao auténoma, vemos que em relagao aos corolarios 3.1 e 3.2 se
pode levantar a restri¢ao v(zg) # 0.

X

FIGURA 8

Designa-se por familia local de transformagoes, definida por v(¢,z) na vizinhanga de
(to, o), a aplicagao ¥ onde:
(1) \If IXIXxV —UéC* k>1.
=ty — &,to + €[, com ¢ € R, e V é uma vizinhanga de zg em U = py(WW).
da uma das aplicagoes U (s, t,.) = ¥ é um difeomorfismo sobre a sua imagem.
) (t t1,x) define uma solugéo de & = v(t, x) satisfazendo a condigao inicial

\Iff_ o U7 numa vizinhanca de z( para todos s,t,7 € I.
COROLARIO 6.1. v(t,x) define uma familia local de transformagéoes na vizinhanga de
qualquer (to, z0) € W.

A familia local de transformagoes W7 associada a um campo de vectores auténomo v
em U s6 depende da diferenca s — ¢, ja que pelo teorema 3.2 as expressoes Uiz e Uy x,
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como funcgoes de s, sao duas solucoes da mesma equacao diferencial auténoma com condicoes
iniciais (¢,x) e (t + 7, x) respectivamente, e se obtém uma da outra por uma translagao de 7
(ou —7) no tempo.

Se definirmos ¢ através de ®(t,x) = V(t,0,x), é imediato verificar que ¢ é um fluxo
local. Isto é, o corolario 3.3 fica demonstrado sem a restri¢ao v(zg) # 0.

TEOREMA 6.3. Seja v(t,xz,a) um campo de vectores para (t,«) fizos que é de classe
C* | k > 1, nas varidveis (t,z,q); a equagdo @ = v(t,z,a) admite uma solucio o(t,z, )
verificando a condicdo inicial (0,7, ) = x que é uma funcdo C* de (t,x,a).

Fica assim também demonstrado o teorema 3.4 para o caso singular em que v(z, o) = 0.
Note-se ainda que é verdadeiro o analogo do teorema 3.3 para equacgoes diferenciais nao
auténomas:

TEOREMA 6.4. Seja A um conjunto compacto contido em W C R x R", (to,z9) € A, e
designemos por I' a fronteira de A. A solugao de & = v(t,x), ¢(ty) = o, € prolongdvel para
a frente e para tras até I' (deizando A). Duas quaisquer solugdes coincidem na intersec¢ao
dos seus dominios de defini¢ao.

Neste caso nao podemos ter solugoes indefinidamente prolongaveis em A ja que a com-
pacidade de A obriga a valores de ¢ limitados.

Usando este teorema para equagoes diferenciais auténomas, podemos eliminar a restri¢ao
de o compacto A nao conter pontos singulares do campo de vectores v no teorema 4.1: de
facto, tomando A" = [-T,T] x A vemos que a solugao estd definida até 7" arbitrério, ou
atravessa a fronteira I de A, ja que a fronteira IV de A’ é dada por I = {-T} x AU{T'} x
AU[-T,T] x I.

Toda a teoria até agora discutida é aplicavel a equacgoes diferenciais de ordem superior
a um, reduzindo-as da maneira habitual a equagdes de primeira ordem. Seja F' : W C
R x R — R" uma funcdo C* definida no aberto U; a equacao

to_ (i ah
arr S \UT T

é equivalente, tomando z; = z, a:

Zifi = Tijt1 izl,...,/{i—l
j:k—l = F(taxla"'azk—l)

que é a equacao diferencial associada a um campo de vectores nao auténomo em W.

7. Estrutura das orbitas maximais

Uma solu¢ao ¢ : [ — U de & = v(z) definida no intervalo aberto I é chamada uma
solu¢do mazximal se nao for possivel encontrar uma solucao v : J — U com [ estritamente
contido no intervalo aberto J e tal que |, = ¢. A imagem ¢(I) = {¢(t),t € I} de uma
solugao maximal é chamada uma orbita maximal. J& vimos na seccao 4 que as solugoes de
uma equagao diferencial auténoma & = v(z) podem ser prolongadas indefinidamente para
a frente ou até a fronteira do dominio de v, ou seja, que cada ponto do dominio de v estéa
contido em uma orbita maximal.

COROLARIO 7.1. Por cada ponto xoy € U passa uma e uma sé drbita mazimal de & = v(z),
para v um campo de vectores C* em U C R™, k > 1.
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Demonstracao:
Seja ¢ : I — U uma solugdo maximal de & = v(x) e tal que p(ty) = xy para algum
to € I, isto é, tal que a oérbita ¢(I) contenha z,. Suponha que exista outra solu¢do
cuja oOrbita contenha o mesmo ponto xy, ou seja que ¥ : J — U seja uma solucao tal
que, para t; € J, se tenha ¢(t;) = zp. Como antes, denotamos por A (t) =t — s a
translacao de s unidades de tempo. Como ¢ é maximal tem-se que ¢t; € Ay, 4 (I). Tomando
¢ = poAy_t, + Ay—t,(I) — U entdo teremos ¢(t1) = xg, € J C Ay, —4,(I) ja que ¢ é
maximal.

Portanto se ¢ for maximal, entdao J = Ay 4 (I) e v = ¢; por outro lado também as
érbitas de (1) e ¢(J) sao iguais ja que Ay, —y, é uma bijecgao. O

TEOREMA 7.1. As orbitas mazximais sao pontos, circulos topoldgicos, ou imagens bijec-
tivas de intervalos de R.

Demonstragao:
Seja ¢ : I — U uma solugao de & = v(x) com dominio maximal, e suponhamos que ¢ é
injectiva, ou seja
(ti #t2 € 1) = p(t1) # ¢(t2)

entdo ¢ : I — (1) é bijectiva. Em geral, ¢ nao é um difeomorfismo sobre a sua imagem (a
érbita do fluxo irracional no toro 72 = S' x S* nao é difeomérfica a R, como sub-conjunto
de T?, por exemplo).

Supondo agora ¢(t1) = ¢(t2) com t; < ty em I, e sendo T' = ty — t1, cada ponto t € R
pode ser posto de forma univoca como t = nT+7, 7 € [0,T[en € Z. Sendo ¢'(t) = ¢(t1+7),
¢’ é uma solucao periddica de periodo T: na vizinhanca de cada t € R é uma translaccao
de ¢. Por outro lado ¢'(t1) = ¢(t1) e portanto ¢’ : R — U é uma solugdo maximal de
z=v(z), ¢'|; = ¢l

A seguir mostraremos que o conjunto dos periodos de ¢ : R — U é um sub-grupo
fechado de (R, +):

Se p(t +T1) = (t) e p(t +Tz) = @(t), vird ot + Ty + Tz) = @t + T1) = »(t),
o(t) = p(t — Ty + T1) = p(t — T1); isto prova que o conjunto em causa é um sub-grupo de
(R, +).

Por outro lado, se T; — T vira

p(t+T) = lim ot + T3) = lim o(t) = ¢(t)

e T é também um periodo de . Logo os periodos formam um sub-grupo fechado, como
afirmamos.

A seguir, mostraresmos que os sub-grupos fechados de (R, +) sao: R, {0}, {kTo, k € Z}.

Seja G um sub-grupo fechado de (R, +), G # {0}; se Ty = inf{t € G,t > 0}, é evidente
que 0 < Tj < o0.

Se Ty > 0, entdao {kTo, k € Z} C G;set € G tal que t ¢ {kTy, k € Z}, existe k € Z tal
que t €]kTy, (k+ 1)To[ e t — kTy € G. Como t — kTy €]0, Ty], isso contradiz a defini¢ao de
To, e portanto G = {kTy, k € Z}.

Se Ty = 0; entdo para todo € € R* existe t € G tal que t €]0,¢[. O conjunto {kt,k € Z}
divide R em intervalos de amplitude menor que ¢; assim qualquer vizinhanga de um ponto
em R tem pontos de G, isto é, G é denso, donde G = G = R.

Voltemos as 6rbitas maximais: o caso G = {0} ja foi analisado, as érbitas maximais sao
imagens bijectivas de intervalos abertos de R. Se G = R, p(t) = xo e a érbita maximal
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correspondente ¢ um ponto. Sendo G = {kTp, k € Z} teremos ¢ : R — U periddica com
periodo Ty, e definindo p : R — S' como a projeccao candnica quando se identifica S* com
R (mod Tp), teremos que a aplicagao @ : S' — U definida por ¢ = P o p tem a mesma
imagem que ¢ e é um difeomorfismo sobre a sua imagem, portanto a 6rbita maximal (1) é
difeomorfa a um circulo. O






CAPITULO 2

Estabilidade de pontos de equilibrio

1. Integrais primeiros

Sejam v : U — TU e f : U — R um campo de vectores e uma funcdo, ambos C*
com k > 1, definidos em U C R", aberto. A derivada de Lie de f segundo v é a funcao
L,f : U — R definida por:

Lof(r) = S Foe), _,

onde ¢ é a solucao de & = v(z) verificando ¢(0) = z. Pela regra da derivagdo em cadeia, é
6bvio que podemos escrever L, f(x) = D f(z).v(z). As derivada de Lie tem as propriedades
a seguir, cuja demonstragao é um célculo imediato.

TEOREMA 1.1. A derivada de Lie tem as sequintes propriedades:

(1) Ly(f +9) = Lo f + Lug, Lo(fg9) = fLug+ gL f.
(2) Lyso = Lu+ Ly, Lpy = f - Ly.

EXEMPLO 1.1. Para os campos de vectores em R? dados por v(z,y) = (2x,3y) ew(z,y) =
(1,0) as derivadas de Lie de f(z,y) = x + y s@o

va(:):,y) = (1a 1) ’ (2$7 By)T =2r+ 3y wa(:)s,y) = (1a 1) ) (1>0)T =1

Como o resultado do calculo da derivada de Lie é uma nova funcao, pode-se calcular a sua
derivada de Lie:

Ly (Lo f(2,9)) = Lw(2z +3y) = (2,3) - (1,0)" =2 L, (Luf(z,y)) = L1 =0
e este exemplo mostra que em geral L., L, # L,L,,.

Seja v um campo de vectores em U, e f € C*(U); a funcio f diz-se um integral primeiro
de v se f o (t) for constante para qualquer solugao ¢ de & = v(x).
Os resultados seguintes sao demonstrados por calculo imediato:

TEOREMA 1.2. As afirmacgoes sequintes sao equivalentes:
(1) f é um integral primeiro de v.
(2) L,f=0emU.
(3) Cada drbita estd contida num conjunto de nivel de f.

E claro que as fungoes constantes sao sempre integrais primeiros, mas estas nao trazem
novas informacgoes sobre o campo de vectores. Em geral, nao héd integrais primeiros nao
constantes: o campo de vectores v(z1,z3) = (x1,22) nao admite integrais primeiros nao
triviais em R?, por exemplo — se f(x1, ) fosse um integral primeiro, entao f teria que ser
constante em cada uma das rectas que passa pela origem.

Para o campo de vectores v(x) = e; em R, cada uma das fungoes f;(z) = z;,i =2,...,n
é um integral primeiro, ja que L, f;(x) = e1-e; = 0. De notar que as derivadas das fungoes f;

21
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sao, em cada ponto, vetores linearmente independentes. Por outro lado, para que g : R —
R seja um integral primeiro deste campo de vectores, é necessério ter ;—wgl(:c) = 0 em todos
os pontos, ou seja, que g(z) sé dependa das variaveis xa, . .., Z,.

Em torno de um ponto regular de R™ sempre existem n — 1 integrais primeiros essencial-

mente distintos:

TEOREMA 1.3. Seja v um campo de vectores C*, k > 1 em U C R", e xq um ponto
nao singular de v. Ezistem uma vizinhan¢a V de xo9, V C U, e funcoes C* f; : V — R,
1=1,2,...,n—1 tais que:

(1) fi € um integral primeiro de v.

(2) As fungoes {f; i = 1,2,...,n — 1} sao funcionalmente independentes, isto €, se
f:V — R"! édada por f = (f1,..., fa_1), Df(x) tem caracteristica n — 1,
Ve e V.
(3) Qualquer integral primeiro de v em V' € uma fungao de fi, fo, .., fa1-
Demonstracao:

f0 7 = e ‘¢ ovi
Para a equacao e; em R", ou num aberto convexo de R", o resultado é evidente, como
ja vimos; para & = v(x) basta usar o teorema da rectificacdo do fluxo em uma vizinhanga
de z( escolhida de maneira que o difeomorfismo rectificador tenha como imagem um aberto
convexo em R". O

EXEMPLO 1.2. Um integral primeiro para v(x,y) = (y,1) é a fungdo f(z,y) = = — y*/2
que foi usada na construgao da rectificagao do fluxo de v no capitulo anterior (Exemplo 3.3).
Com efeito, L,f(x,y) = (1,—y) - v(z,y) = 0, logo f é um integral primeiro. As curvas de
nivel de f foram usadas para desenhar as érbitas de v.

O mesmo se passa para o Exemplo 3.4 em que para rectificar o fluxo de v(z,y) = (z+y, 1)
encontramos o integral primeiro f(z,y) = (z + y + 1)e™Y, cujas curvas de nivel foram ser
usadas para desenhar as orbitas.

2. Sistemas conservativos

A seguir estudaremos campos de vectores que sao caracterizados por terem automatica-
mente um integral primeiro globalmente definido, a energia. Um sistema conservativo com
n graus de liberdade é dado pelas equacoes de Hamilton, de primeira ordem:

.ol
-
- om
p = ox

onde H (x,p) é uma funcao de classe C*, k > 2 chamado o hamiltoniano do sistema. Quando
o hamiltoniano é da forma H(x,p) = T'(p) + V(x), com T(p) = pgﬁ para uma matriz A,

simétrica e positiva definida, este sistema é equivalente a uma equacao diferencial de segunda

o0H . : N )
ordem, com p = &: como e = Ap, as equacoes de Hamilton sao equivalentes a:
P
oV oV
Ar = —— ou equivalentemente: Y
ozr ox

O hamiltoniano H ¢ interpretado como a energia total do sistema, V(z) como a energia
potencial e T(&) como a energia cinética. A energia total é constante ao longo de cada
trajectoria:
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TEOREMA 2.1. Seja H : U C R* — R uma funcdo C*, k > 1, com coordenadas (x,p)
em U, e seja
(z,p) OH OH
vg(z,p) = —, ———
H 7p 8]) ) 8:17

Entdao H € um integral primeiro de vy.

Demonstracao:

Ly, H(z,p) = 0

OHOH 0 (0
Oor Op  Op ox

2.1. Sistemas conservativos com um grau de liberdade. Consideramos uma equacao

da forma:
1%

dx
onde V : I — R ¢é uma funcao C*, £ > 2 em um intervalo aberto I C R. Esta equacao
de segunda ordem ¢ equivalente a um sistema conservativo com um grau de liberdade, com
energia total F(z,2) = #?/2 + V(x), um integral primeiro do campo de vectores v(z,z) =
(#,—dV/dx) no plano.

Dado um valor eg de E, a trajectéria ou trajectorias correspondentes a essa energia estao
contidas em {(z,2) € R?* E(x, ) = ey}, ou seja, & = ++/2(eg — V(2)).

Os pontos de equilibrio de v(x, &) correspondem aos pontos criticos de V', isto é, (z,0) é
ponto de equilibrio de v se xy for um zero do gradiente de V. Vamos analisar as trajectérias,
comegando pela vizinhanca dos pontos criticos, que suporemos nao degenerados (onde a
segunda derivada nao se anula).

T =

LEMA 2.1 (Hadamard). Dada uma funcao f : I C R — R de classe C* numa vizin-
hanca I da origem, com k > 1, se f(0) = 0 entdo existe uma funcio g de classe C*~! tal

que f(r) = xg(x).
Demonstracao:
Escrevendo:

1 o s
f(:c)—/o %f(tx)dt_/o %(m)xdt—:c/o L (ta)

T
basta tomar:

ota) = [ it

Este resultado é um caso particular do seguinte, que tem uma demonstracao anédloga:

TEOREMA 2.2 (Lema de Hadamard). Dada uma fungdo f: U C R — R de classe C*
numa vizinhanga U C R™ da origem, com k > 1, se f(0) = 0 entao existem uma funcgoes
Giy- -y gn de classe C*71 tais que f(x) = >" xig:i(x).

A partir do Lema de Hadamard obtemos:
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LEMA 2.2 (Morse). Dada uma funcio f : I C R — R de classe C*, com k > 2, se
f(0) =0 ex =0 é um ponto critico nao degenerado de f, entdo existe numa vizinhanga
J C I da origem um difeomorfismo y = ¢(x) de classe C*72, tal que, na varidvel y, f se
escreve f(y) = Cy?, onde C' = +1 conforme o sinal da seqgunda derivada de f na origem.

Demonstracao:
Aplicando duas vezes o lema de Hadamard, podemos escrever:
d*f
f(z) = 2%g(x), 29(0) = @(0) #0
ey = ¢(r) = x4/|g(r)| é um difeomorfismo C*~2? numa vizinhnca da origem. Fazendo a
mudanca de varidvel y = ¢(x), obtemos:

fle™'(y) = £y
como pretendiamos. O

De novo este é um caso particular de um resultado para fungoes de n variaveis. Dada
uma funcao f : U — R de classe C*, com k > 2, definida em umvizinhanca U C R" da
origem dizemos que x = 0 é um ponto critico nao degenerado de f, se Df(0) = 0 e se a
matriz da derivada segunda de f tiver determinante diferente de zero.

TEOREMA 2.3 (Lema de Morse). Dada uma funcdo f : U — R de classe C*, com k > 2,
definida em umuvizinhanga U C R™ da origem, se f(0) =0 ex =0 € um ponto critico nao
degenerado de f, entdo existe numa vizinhancaV-C U da origem um difeomorfismoy = o(z)
de classe C*=2, tal que, nas varidveis y = (1,...,yn), f se escreve f(y) = c1y? + -+ + cay2,
onde C = (c1,...,¢,) = (£1,...,£1) € a assinatura da forma quadrdtica dada pela sequnda
derivada de f na origem.

Pelo lema 2.2, na vizinhanga de um ponto critico os conjuntos de nivel da energia sao
linhas que, no caso de um minimo do potencial, sao difeomorfas a uma familia de elipses;
no caso de um maximo do potencial os conjuntos de nivel sao difeomorfos a uma fmilia de
hipérboles (figura 1).
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FiGura 1

As o6rbitas sao periddicas na vizinhanca de um minimo do potencial, e pode-se provar que
o limite do periodo quando a amplitude tende para zero é o periodo da equacao linear que
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aproxima a equagcao inicial. A partir destes exemplos é facil construir as 6rbitas de qualquer
sistema conservativo, admitindo que o potencial nao tenha pontos criticos degenerados.

3. Definicao de estabilidade

Regressando agora aos campos de vectores gerais em um aberto U em R", sejav : U —
TU um campo de vectores, e T € U um ponto de equilibrio de v. Designamos por ¢(t, o)
uma solucao de & = v(z) tal que (0, z9) = xo.

Diremos que T é um ponto de equilibrio estavel se: Ve > 0 3d(e) > 0 tal que, se |[x—7T| < §
et > 0 entdo ¢(t,r) estd bem definido e |p(t,z) — T| < € (figura 2).

u
&

F1GURA 2. Ponto de equilibrio estavel: dada a vizinhanca maior de raio ¢, en-
contramos a vizinhanga menor, de raio d. Solugoes que comegam na vizinhanga
menor nunca saem da maior, para tempos positivos.

Um ponto de equilibrio ¥ é atractor se existir uma vizinhanca V' C U de T tal que Vx € V'
@(t,x) estd bem definido para todo t > 0 e lim;_,o ¢(t,z) = T. Nota : atractividade nao
implica estabilidade (figura 3).

<

F1GURA 3. Perto de um ponto de equilibrio atractor as 6rbitas podem afastar-
se a uma distancia arbitrariamente grande antes de se aproximarem do ponto.

Um ponto critico T é assimptoticamente estdvel se for simultaneamente atractor e estavel.

Da definicao de estabilidade resulta que, numa vizinhanca de um ponto de equilibrio
estavel, as solugbes de & = v(x) s@o indefinidamente prolongédveis para a frente. A estabili-
dade de um ponto de equilibrio se mantém quando se faz uma mundanca de coordenadas.

TEOREMA 3.1 (Lagrange-Dirichlet). Seja H(z,p) = T'(p) + V(x) um hamiltoniano com
T(p) = %pTAp onde A € uma matriz simétrica positiva definidanxn e em queV : U — R,
¢ C? no aberto U C R™. Os pontos de equilibrio do campo hamiltoniano vy correspondem
a pontos criticos de V' ; se xq for um minimo local estrito de V', entao o ponto de equilibrio
(20,0) € estdvel.

Demonstracao:

dx dz
e Apy = 0. Como a matriz A é positiva definida, entao ela é inversivel e por isso py = 0.

av
Como vy (z,p) = (Ap, - (:B)), os seus pontos de equilibrio (xg, po) satisfazem — () = 0
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Se ¢ for um minimo local estrito de V', entao existe n > 0 tal que se 0 < |z — xo| < 7
entdo V() — V(zo) > 0; seja e €]0,n] e p = min{H (z,p) — V(x0), |(z,p) — (20,0)| = €}. E
claro que p > 0.

E facil verificar que E(x,4) = T(p) + V() — V(x0) também é um integral primeiro
do sistema e que (zp,0) é um minimo local estrito de E; como FE(xy,0) = 0, podemos
por continuidade escolher 6 > 0 tal que se |(x1,p1) — (70,0)| < 0 teremos E(z1,p1) < p.
Designemos por ¢(t) a solugdo com condigao inicial (z1,p;) para t = 0.

Como E é constante ao longo das solugoes, serda E(p(t)) = E(x1,p1) para t € R*. Por
construcao, E(p(0)) < e e portanto teremos sempre |p(t) — (zo,0)| < € para t > 0: se para
algum ¢y > 0 tivéssemos |¢(tg) — (29,0)| = € entao E(¢(ty)) > p por construgao, o que seria
um absurdo. O

E facil verificar que os sistemas conservativos nao tém pontos de equilibrio assimptoti-
camente estaveis: de facto a sua existéncia implicaria que a energia total seria constante na
sua vizinhanga, o que é impossivel.

4. Métodos de Liapunov

Podemos generalizar o método usado acima, agora para campos de vectores nao neces-
sariamente conservativos, substituindo a energia do sistema conservativo por uma funcao
com propriedades semelhantes. A propriedade que queremos é que f(0) =0 e que f(x) > 0
para todo z # 0 em uma vizinhanga V da origem. Uma fungao f : V C R®™ — R nestas
condigoes diz-se positiva definida em V. Esta definicao depende do dominio V', por exemplo,
a expressao f: R — R, f(z) = —2*(x — 1)(z + 1) define uma fun¢do positiva definida em
qualquer intervalo contido em | — 1, 1[= V| mas nao em intervalos que contenham os pontos
+1 em que f se anula.

TEOREMA 4.1 (Liapunov). Seja f : V — R uma funcgao de classe C* positiva definida
em uma vizinhanca V da origem de R™ e v um campo de vectores de classe C*, k > 1 em
V' com v(0) = 0. Entdo:

(1) Se L,f(z) <0, para todo x € V entdo a origem é estdvel.
(2) Se L,f(z) <0, parax € V ex #0, a origem € assimptoticamente estdvel.

Demonstracao:

Seja f : V. — R, e consideremos ¢ € RT tal que {|z| < ¢} C V; tomando pu =
min{ f(x), |x| = £}, temos p > 0. Por continuidade, 30 € R* tal que |z| < 0 = f(z) < pu.

Seja p(t,xg) a solugdo de & = wv(x), x(0) = g com |zo] < §. Como f(p(t,zg)) €
decrescente com t e f(¢(0,z9) < p, entdo para todo ¢ positivo f(p(t,z9)) < p. A érbita de
xo nao pode sair da bola de raio e, porque para |y| = ¢ temos f(y) > p; portanto a origem
é estavel e esta provada a afirmacao 1.

Supondo que L,f(z) < 0 quando x # 0, a origem serd assimptoticamente estavel se
provarmos que ¢(t, zg) — 0 quando t — co. Seja fo, o limite de f(p(t, o)) quando t — oo,
que existe porque a fungdo t — f(p(t,x¢)) é estritamente decrescente e limitada inferior-
menpe.

E claro que fo, > 0; se foo = 0 teremos, pela continuidade de f, que lim; ., ¢(t, o)
existe e é igual a zero.

Suponhamos por absurdo que f,, > 0; por continuidade de f, existe n > 0 tal que, se
|z| < nentao f(r) < fo. Logo ¢(t, xy) nunca entra na bola de raio 7, isto ¢,

p(t, o) € {x eV : [z] € [n,d]}
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que é um conjunto compacto.
Nesse conjunto, L, f tem um maximo —v < 0, e como

f((p(tho)) = f(xO) +/0 Lv.f (90(7_’ xO)) dr S f(xO) —vt

para t suficientemente grande f(p(t, o)) serd menor que f., o que é impossivel; a con-
tradigao prova que fo, =0 e lim;_, (¢, z9) = 0. O

Nota: este e outros resultados e defini¢oes desta seccao sao perfeitamente andlogos para
pontos de equilibrio xg # 0, basta uma mudanca de coordenadas simples — uma translacao
— para obtermos a situacao anterior.

O conjunto A(zg) = {z € U|limi_ 100 @(t,x) = 29} é 0 dominio de atrac¢do ou bacia
de atrac¢do do ponto de equilibrio zy. Para condigoes iniciais em A(zg) depois de um
periodo de transicao o estado observado do sistema serd xy. Normalmente é muito dificil
determinar esse conjunto, mas da demonstracao da segunda parte do teorema anterior resulta
que {|z| < 0} C A(0). Em particular, se f for globalmente positiva definida (isto é, V" = R")
e se limyy|—o f(x) = oo, vird A(0) = R™

TEOREMA 4.2 (Cetaev). Seja U C R™ wma vizinhanca da origem, f : U — R uma
fungao C* e v um campo de vectores em U de classe C*, k > 1 com v(0) = 0. Se existir um
aberto V-C U tal que:

(1) para todo x € V, f(x) >0 e L,f(x) >0 ;
(2) z€ (OV)NU = f(x) =0;
(3) 0 €0V,

entao a origem € instavel.

Demonstracao:

v,

X0

f=f(x 0)>0
f=0

FIGURA 4. Orbita que se afasta da origem no Teorema de Cetaev

Queremos provar que para todo € > 0 tal que {x : |z| < e} CU,sexp €V e |r| < ¢
entdo existe t > 0 tal que |¢(t, z9)| > . Isto é natural porque para zo € V; como f(zg) >0
e L, f(p(t,x0)) > 0se p(t,z9) € V temos que f(p(t,x9)) > f(xo). Nessas condigdes, iremos
mostrar que ¢(t, xg) s6 pode sair de V saindo de U.

Sejam entdo € e xy arbitrarios, tais que {z : [z] < e} C U, z9 € V e |x9] < e. O conjunto
K={zx:|z|<e e f(x)> f(xo)} é compacto. Seja v > 0 o valor minimo de L, f(z) em
K (figura 4).
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Comov >0e

Fott)) = Joo)+ [ Lo (r0))dr > flan) + vt

se t for suficientemente grande f(p(t,z0)) serd maior que o maximo de f em {|z| < €}
e assim |@(t, )| > €. Isto é, toda trajectéria que comece dentro da a bola centrada na
origem de raio € tem que deixar esta bola ao fim de algum tempo (figura 4). Logo a origem
é instavel. Note-se que ¢(t, zp) nao tem obrigatériamente que deixar V' se a funcao f for
ilimitada nesse conjunto. O

f=0

f>0

xY

Ficura 5. Exemplo 4.1 - aplicagao do Teorema de Cetaev

EXEMPLO 4.1. O campo de vectores v(x,y) = (—2z, 3y) tem um ponto de equilibrio na
origem. Para f(z,y) =y — 2 temos que L, f(x,y) = 42% + 3y e se y > 2% entdo f(x,y) >0
(figura 5). Logo, se y > z? entao L,f(z,y) > 72> > 0 e podemos concluir que a origem é
instavel.

5. Equacoes lineares

Para estudar a estabilidade da origem em campos de vectores lineares utilizamos o
seguinte resultado de algebra linear:

LEMA 5.1. Seja A € L(R™) tal que todos os valores préprios de A tém parte real per-
tencente a |a, B[C R; entao eziste um produto interno { , ) em R™, tal que na norma
correspondente al|z||* < (Az, z) < B||z|*

EXEMPLO 5.1. A transformacao linear A : R?> — R? representada por

-7 9
—10 11

tem valores préprios 2 4 3i e vectores préprios (3,3 & i). Uma base de R? é formada pela
parte real e a parte imagindria dos vectores préprios by = (3,3), bs = (0,1). Nesta base a
transformacao linear é representada pela matriz

2 —3 r Abl - (6,3) == 2b1 - 3b2
32 PORIUE - Apy = (9,11) = 3b1 + 2b

Se escrevermos as coordenadas nessa base como X = (x1,22) ¢ Y = (y1,¥2) e escolhermos o
produto interno < X, Y >=< (1, x2), (y1,¥y2) >= x1y1 + T2, y2 (a férmula usual de produto
interno escrita para coordenadas nessa base) entao teremos

< AX,X >=< (25(71 — 35(?2, +3r1 + 22[‘2), (Il, ZL’Q) >= 2:17% + 25(73 = 2||XH2
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EXEMPLO 5.2. A hipétese do lema 5.1 de que a parte real dos autovalores é estritamente
menor que (3 é essencial. A transformacao linear representada por

(1)

tem dois valores préprios iguais a 2. E claro que nao é possivel encontrar um produto
interno em R? tal que (AX, X) < 2|/X]|?, dado que, para qualquer produto interno, tem-se
(AX, X) = 2X, X))+ (NX, X) =2||X[?+ (NX,X) onde N = A —21.
A seguir veremos como uma boa escolha de produto interno (ou seja, a escolha de outras
coordenadas em R?), e para X # (0,0) o termo
(NX, X) (AX, X)

= —2
1112 X

pode ser feito tao pequeno quanto se queira, mas nunca igual a zero.

Os vectores by = (1,0) e by = —(0,1) formam uma base de R?. Nessa base a trans-

formacao linear do exemplo é representada pela matriz

2 0 Ab1:(2,1):b1+5b2
( e 2 ) POTANe  Ap, — b,

Se (z,y) forem as coordenadas de X nessa base entao

(AX,X)  (NX,X) zy
1112 1112 1112
onde M é o maximo da fungao f(x,y) = xy na circunferéncia || X|| = 1.

A demonstracao do Lema 5.1 consiste em encontrar uma base de R™ em que A é repre-
sentada por uma matriz triangular por blocos, em que cada bloco tem a forma adequada de
um dos exemplos acima. Esta matriz se chama forma cancénica de Jordan de A.

TEOREMA 5.1. Seja A € L(R") tal que todos os valores proprios de A tém parte real
menor que —a < 0 e seja pa(t,z) o fluro associado a equacgdo diferencial ¥ = Ax. Entdo
origem € um ponto de equilibrio assimptoticamente estdvel de & = Ax e sua bacia de atracg¢ao
¢ R". Mais precisamente:

(1) Ezxiste uma norma ||.|| em R™ tal que para todo t > 0 e para todo o € R"™

|lpa(t, zo)|| < e[|zl
(2) Eziste um M > 0 tal que para todo t > 0 e para todo o € R™ |pa(t,xo)|M <

e_at|x0\.
(3) Eziste um homeomorfismo h : R™ — R™ que transforma as solugoes de & = Ax
com z(0) = zg nas solugoes de y = —y com y(0) = h(x).
Demonstracao:

Pelo Lema 5.1, existe um produto interno ( , ) para o qual se verifica a desigualdade
(Az,z) < —a||z]]?. Seja L(x) = ||z||*/2, que é uma funcao positiva definida, com

LaL(x) = (A(z),2) < —aljz||* <0 para x#0

Conclui-se pelo teorema 4.1 que a origem é assimptoticamente estavel. Esta estimativa quer
dizer que a solugao pa(t, zo) de & = Az satisfazendo a condigao inicial (0, z9) = o # 0 €
R"™ vefifica

d1

S leatt 20)lP = (Aga(t, o), palt, 1)) < —alloalt, )|
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logo para todo t > 0 tem-se que ||@4(t,2o)||* é menor que a solucdo da equacao diferencial
Yy = —ay, o que prova a afirmagao (1). Como todas as normas em R” definem métricas

equivalentes, a afirmacao (2) segue de (1).

h N h N
FIGURA 6
O homeomorfismo de (3) é construido da seguinte maneira: para x € R" com |z| = 1
tomamos h(xr) = x. Para x com |z| > 1, por (2), existe um ¢ > 0 tal que p(t,2) = 2,
com |z;| = 1 e tomamos h(z) = e 'x;. Do mesmo modo, para 0 < |z| < 1, tomamos
h(z) =e txy onde t < 0 é tal que p(t,z) = z; com |z;| = 1. Temos assim um difeomorfismo
h:R"—{0} — R™ — {0} que transforma as solugoes de & = Az com z(0) = xy # 0 nas

solugoes de §y = —y com y(0) = h(zg) # 0. Para ver que h é um homeomorfismo basta
verificar que lim, .o h(z) = 0 e que lim, o h~(z) = 0. O

6. Equacoes nao lineares

Podemos também estudar a estabilidade de um ponto de equilibrio de um campo de
vectores nao linear a partir da estabilidade da sua linearizacao. Dado # = v(z) em U C R"
aberto com xg € U um ponto de equilibrio, a sua linearizacao é

&= Az, A= Duv(x).

TEOREMA 6.1. Seja v um campo de vectores C*, k > 2 em U C R"™ aberto, 0 € U, e a
origem um ponto de equilibrio de v; se os valores proprios de A = Dv(0) tiverem parte real
negativa, entdo a origem é assimptoticamente estdvel.

Demonstragao:
Vamos adaptar a prova do Teorema 5.1: escolhemos b, ¢ € R tal que Re \; < —b < —c¢, para
todos os valores proprios \;, ¢« = 1,...,n. Entao pelo Lema 5.1, existe um produto interno
(, ) com norma associada || . || para o qual se verifica a desigualdade (Ax,x) < —b||z|>
Como A = Dv(0),
i 1@ = AT oy gy @ = A
2 Jal 2 [P

Portanto existe 0 € R tal que se x estiver em V = {x € R",||z|| < §} entdo
(v(x),2) — (Az,2)] < (b~ )|

ou seja :
v eV = (v(z),z) < —cl|z|?
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Sendo ¢(t, o) a solucao de & = v(x) que satisfaz a condicao inicial p(0,z¢) = x¢ € V,
vird para todos os pontos ¢(t, xg) € V:

d1

Tl 20)I” = (v(p(t, 20)), ot w0)) < —cllp(t, z0)||* < 0

isto é, a solugao ¢(t,xg) com xg € V continuard em V em todos os pontos t € R™ em que
estiver definida e pelo teorema 4.1 conclui-se que a origem é assimptoticamente estavel. O

A estabilidade assimptética de um ponto de equilibrio zy nao implica que os valores
préprios de A = Duv(zg) tenham parte real negativa:

EXEMPLO 6.1. Seja v(x,y) = (y — 23, —x — y3); a origem é um ponto de equilibrio de
v. Se considerarmos f(x,y) = 2% + y? vird que L,f = —2(z* + y*) < 0 se (z,y) # 0, e a
origem é assimptoticamente estavel; no entanto os valores préprios de A = Dwv(0,0) sao =i.
Anélogamente v(z,y) = (y + 23, —x + y?) é instdvel, e os valores préprios correspondentes
Sa0 0S Mesmos.

Dado um operador linear A : R — R™ definimos o seu espectro o(A) como o conjunto
dos seus valores proprios.

TEOREMA 6.2. Seja v um campo de vectores C* com k > 2 definido em U, tal que
v(0) =0, e A= Dv(0); se existir A\ no espectro a(A) com Re X > 0, a origem € instdvel.

Demonstragao:
A idéia é usar o teorema de Cetaev. Para construir a funcao f, podemos decompor R" na
soma directa de dois subespagos R" = V; @V, invariantes para A e tais que, sendo A; = A

eA2:A‘V2,)\GU(Al):>Re)\>0e)\€U(A2):>Re)\§O.

Escolhemos a € R* tal que A € 0(A4;) = Re A > a; entdo existe um produto interno em
Vi tal que < Ay, x > > allz||?>. Andlogamente existe < , >5 em V5, tal que < Ayx, 1 >9 <
bl|z||?* com b € R*, e b < a.

A partir de <, >; e <, >, definimos um produto interno em V; & Vo, = R"”, através de
< T,y >=<T1,Y1 >1 + < Ta,Ya >9, onde T, Y1 € To, Yo SA0 as componentes de x, y em V;
e V5 respectivamente.

Assim, tomando v : U C V; & Vo — V] @ V5 podemos escrever

Vi

v(z1, 2) = (vi(21, T2), v2(21, 22)) = (A1 + Ri(21, 22), Ay + Ra (21, 72))
onde R(x1,x9) = (Ry(x1,%2), Ro(x1,2)) verifica
Vee RT 36 e RT ||z|| <0 = ||R(2)| < ellz||

Definimos o cone K = {(x1,22) € Vi+ V5 ||x1|| > ||22]|}, e f : Vi® Vo — R por f(xy,22) =
1/2([lza [ = fl=2)1?): f ¢ CY f7H(0, +oo[) = K e 0K = f7(0).
A derivada de Lie de f segundo v é dada por:
Lyf(zy,m2) = <x1,v1(21,22) > — < g, 02(71, T2) >
= < Alxl,xl > —< AQZL’Q,LE‘Q >+
+ < [L’l,Rl(ZL'l,l’g) > — <K [L'Q,Rg(l’l,l'g) >
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Para 6 € R" suficientemente pequeno, e se x € K e |z|| < ¢ vem L,f(z) > 0: como
| < 21, Ri(x1,29) > | + | < @g, Ro(w1,22) > | < 2||z|| ||R(x)|| escolhemos 6 € R tal que
|z|| <0 = ||R(z)|] < (a—b)||z||/4 e nessa altura
LI
2

Como em K temos [[z1]|* > 1/2([lz1|* + fl22[?) = 1/2[z]* e —[z2f* = —[lz1]]* vem
L,f(x) > a|z]|?* com a = (ab) /4 € RT.

Pelo teorema 4.2 a origem é entao instavel. O

Lo f(z1,22) = allza||* = bl|s||

7. Comportamento assimptético

Consideremos, agora um campo de vectores v em um aberto U C R"; um conjunto
V' C U é v-invariante se para todo x € V' a trajectéria ¢(t, x) estd definida e pertence a V
parat € R. O conjunto é positivamente (negativamente) v-invariante se isso se verifica para
teRT (teR).

Dado um conjunto negativamente v-invariante V" C R"™ e p € R", um ponto y € V é
a-limite de xog € V', ou y € a(xy), se existir uma sucessao de tempos t; < 0 com {t;} — —o0
quando i — o0, tal que y = lim; ., ¢(t;, ¥9). Analogamente, V' é um conjunto positivamente
v-invariante e se xg € V, define-se conjunto w-limite de xy, ou w(xy), como o conjunto dos
pontos y = lim; . p(t;, z9) para alguma sucessdo de tempos t; > 0 tais que t; — +oo
quando 7 — oo.

TEOREMA 7.1. Sejam U C R™ um aberto v um campo de vectores C* em U, k > 1. Seja
V C U um conjunto positvamente v-invariante. Dado xo € V, seja ¢T(xg) a imagem de
©o(t,zo) para t € [0, +o0[. Entdo, em V, teremos:
(1) ©*(wo) = 9™ (0) Uw(o)
(2) Se o™ (xg) for limitado, entao w(xy) € compacto e nao vazio.
(3) w(wo) € v-invariante.

Demonstracao:
Como ¢ () C ¢T(x0) e pela definigdo w(zg) C @t (zg), vem @t (zg) Uw(zg) C ot (xp).

Para completar a prova de (1) é preciso verificar que todo ponto de ¢*(zg) pertence a
¢t (20) Uw(o)-

Se x € ot (xy) entdao existe uma sucessao {t;}, t; € RT tal que lim; ., o(t;, z0) = .
Se t; — oo (ou se alguma subsucessdao tender para o) entdo z € w(wg); caso contrario,
iremos mostrar que x € p*(xg). Se nenhuma subsucessao de (t;) tendesse para oo entao
existiria £ e uma subsequéncia {¢;} tal que t; < t, com ¢(tj,z9) — x. Como {t;} é uma
sucessao limitada, existe uma subsucessao {t;} tal que ¢, — t* € [0,t]; por continuidade
O(tg, xo) — @(t*,20), € x € T (x9) 0 que completa a demonstracao de (1).

Seja {t;} uma sucessdo com tg = 0 e t; — 400; é claro que w(zg) = w(p(t;, xp)). Por
outro lado:

et (ot z0)) = ¢ ((ti, z0)) Uw(p(ti, o)) = ¢ (p(ti, 0)) U w(zo)
NZot (p(tis o)) = [NZee™ (@(ti, 0))] U w(wo)

O termo dentro de paréntesis é w(xg) se ¢(t, xg) é periddico, vazio caso contrario; de qualquer
maneira

w(zo) = NZop™ (¢ (ti; 7o)
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Se ¢ (x9) é limitado, w(xg) é a intersec¢ao duma sucessao decrescente de conjuntos com-
pactos nao vazios, e portanto nao vazio e compacto como na afirmacao (2).

Para mostrar que w(zg) é v-invariante, seja x € w(xp); pela definicao de w-limite, existe
uma sucessao {t;} — 4oo tal que x = lim; . @(t;, zo). Se t € R, existe iy tal que i > ig =
t; > |t| e portanto ¢(t + t;, xo) estd bem definido (isto é, ¢t +¢; > 0). Por outro lado:

hIIl QO(t + 1, xO) = hm QO(t, (p(ti>$0))’ 1> 1

e por continuidade:
lim p(t + t;, x0) = p(t, x)

1—00

isto é, p(t,z) € w(x). O

Resultados andlogos podem ser provados para a(zg).

TEOREMA 7.2 (LaSalle). Sejam V' C R™ um aberto limitado, v um campo de vectores
C* em V, k> 1. Seja uma funcio C*, definida em um conjunto compacto que contenha V
e tal que L,f <0 em V. Seja E={x €V : L,f(x) =0}, se M é o maior subconjunto
invariante de E, entao todas as solucoes em V que sao limitadas para t € R convergem
para M. Se em vez disto, V =R" e f(z) — +00 quando ||z|| — oo, e L,f <0 entdo todas
as solugoes sao limitadas para t € RT e convergem para M.

Demonstragao:

Seja zg € V tal que t — ¢(t, zo) é uma funcao limitada em [0, +oo[. Como f estd definida em
um conjunto compacto de R", entao tem neste conjunto um valor minimo, logo a funcao t —
f(o(t, zo)) é decrescente e limitada inferiormente, portanto existe fo, = lim; o f(@(t, z0)).

E claro que, por continuidade, z € w(zg) = f(r) = fs. Caso haja mais que um ponto
em w(zg) conclui-se que f é constante e igual a f, em w(zg). Por outro lado, dado que
w(xp) é invariante e f é constante em w(zy), entdao L,f = 0 em w(xg) C E. Se w(zg) $6
contiver um ponto y, entdo y é um ponto de equilibrio de v e por isso L, f(y) = 0.

Pela definigdo de M e pela invariancia do conjunto limite, w(xo) C M.

Finalmente, se V' =R" e f(x) — oo quando |[|z|| — oo, isto quer dizer que dado k € R*
existe § € R tal que ||z|| > § = f(x) > k. Escolhendo k = f(x) vemos que para todo
t > 0 tem-se ¢(t,z9) € {x € R" ||z|| < d}, e portanto a solugdo ¢(t,xy) é limitada para
t>0. O

Observe que o facto de V ser limitado e f estar definida em um conjunto compacto s6
foi usado para mostrar que f é limitada inferiormente em V. Assim, o resultado vale em um
conjunto V' qualquer desde que se possa garantir que f é limitada inferiormente em V.

8. Comparacao de um campo de vectores com a sua linearizacao

J& vimos que o conhecimento da derivada de um campo de vectores em um ponto de
equilibrio permite tirar conclusoes sobre a sua estabilidade, desde que a derivada nao tenha
valores proprios com parte real nula. Esta propriedade da derivada é suficientemente im-
portante para merecer uma definicao: um operador linear A : R" — R" diz-se hiperbdlico
se 0 seu espectro, o(A) nao intersectar o eixo imaginéario. Para sistemas lineares & = Ax
sabemos que, se para todos os valores préprios \; € C de A se verificar Re (\;) < 0, entao
a origem é assimptoticamente estavel, e se para algum i se tiver Re ()\;) > 0 entdo origem
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nao é estavel. Para os sitemas lineares hiperbolicos estes resultados definem claramente a
situacao e os sistemas lineares nessas condigoes sao genéricos.

Um ponto de equilibrio xy de & = v(x) é dito hiperbdlico se todos os valores préprios de
Du(xg) tiverem parte real ndo nula, ou seja, se o sistema linearizado for hiperbdlico. Neste
caso ¢ possivel concluir bastante mais sobre o comportamento local das solugoes:

TEOREMA 8.1 (Grobman-Hartman). Seja U C R"™ wm conjunto aberto contendo a
origem, v um campo de vectores C*, k > 1 em U tal que v(0) = 0. Se A = Duv(0)
for hiperbdlico, entdo existe uma vizinhanca da origem V. C U e um homeomorfisomo
h:V — R"™ sobre uma vizinhanc¢a da origem, tal que h transforma as érbitas de & = v(x)
em oOrbitas de & = Ax.

Observe que o resultado é local, e que nao se garante a diferenciabilidade de h.

E possivel decompor o espectro de qualquer operador linear A : R — R”™ em uma
unido disjunta o(A) = 04(A) Uoy,(A) Uo.(A) onde o4(A) é o conjunto dos valores proprios
de A com parte real negativa, o,(A) é o conjunto dos valores préprios de A com parte real
positiva e o.(A) é o conjunto dos valores préprios de A com parte real igual a zero. A
esta decomposigao corresponde uma decomposicao do espaco R" = E* @ E* & E°, tal que
A(E7) C BV e 0(A|g) = 0;(A), para j = s,u,c. Note-se que alguns destes subespagos
podem ser triviais, se A nao tiver valores préprios em alguma das componentes o;.

A equagao diferencial £ = Az quando retringida a E*, isto é a equacdo ¢y = Al v,
tem a origem de E° como ponto de equilibrio assimptoticamente estavel; a origem de E" é
um ponto de equilibrio assimptoticamente estéavel de 2 = — A, 2. Estas propriedades séo
herdadas por uma equacao diferencial nao linear:

TEOREMA 8.2 (Variedade estével). Seja U C R™ um conjunto aberto contendo a origem,
v um campo de vectores C*, k > 1 em U tal que v(0) = 0 ¢ A = Dv(0) com o4(A) # 0.
Entao existe uma vizinhanga da origem V- C U e uma aplicagao f : E*NV — (E*®E )NV
de classe C* tal que f(0) =0, Df(0) =0, o grdfico de f é v-invariante e 0 é um ponto de
equilibrio assimptoticamente estdvel da restrigio de & = v(x) ao grdfico de f.

O gréafico da funcao f é chamado a wvariedade estdvel local do ponto de equilibrio 0.
Considerando o campo de vectores —v(z) segue-se a existéncia da variedade instdvel local,
que também é v-invariante e tal que 0 é um ponto de equilibrio assimptoticamente estével
da restrigao de © = —v(x) a este conjunto; a variedade instavel local seré o grafico de uma
funcao g : E*NW — (E* @ E°)NW de classe C* tal que ¢g(0) = 0, Dg(0) = 0.



CAPITULO 3
Orbitas periédicas

1. Seccoes locais

Seja v um campo de vectores C*, definido em um aberto U C R™; uma seccio local S de
vem xy € U é um aberto S num hiperplano H contendo z( e transverso a v, isto é, tal que
se z € S entao v(x) nao é paralelo a H (figura 1).

H

Ny

7

Pelo teorema da rectificacao do fluxo, todos os pontos nao singulares pertencem a uma
sec¢ao local; ja vimos como, a partir de uma seccao local e do fluxo de v, podemos construir
um difeomorfismo rectificador.

EXEMPLO 1.1. Para o campo de vectores em R? dado por v(z,y) = (—y, z — zy?) e para
zo = (1,0), seja H a recta x = 1; o vector v(1,y) = (—y,1 — y?) s6 é paralelo a H para
y = £1 e por isso o segmento S = {(1,y) : —1 < y < 1} é uma seccao local de v no ponto
(1,0).

TEOREMA 1.1. Seja v um campo de vectores de classe C* em U C R™ aberto. Se S for
uma sec¢ao local de v em xg € U, e p,(tg, z9) = x1 € S; entao existem uma vizinhanga Uy
de xy e uma aplicacio C* 7 : Uy — R tais que:

(1) 7'(1’0) = to.
(2) o(r(z),z) € S.
(3) 7 € dnica (com Uy fizo).

Demonstracao:

Queremos obter uma funcao G(t,x) que se anule exactamente quando ¢(t,z) € H e aplicar
o teorema da fungao implicita. A funcao G sera a composta de uma aplicacao f com o fluxo
v, em que f: R" — R se anula exactamente em H.

Se h for um vector ortogonal ao hiperplano H e se o ponto z; estiver em H entao
podemos escrever H como H = {y € R" : y = 21 + x com h -z = 0}, onde - denota o
produto escalar, ou seja, podemos escrever H = {y € R" : h- (y — x;) = 0}. Com esta
notacao, f : R® — R, f(y) = h-y é uma aplicacao linear cujo nticleo é h*, o espaco vectorial

35
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paralelo ao hiperplano H. A transversalidade significa que h - v(z1) # 0. Consideremos a
funcao G(t,y) = h- (p(t,y) —21); G é C* e
oG

¢ (o, %0) = - v(z1) # 0

Pelo teorema da funcdo implicita, existe uma vizinhanca V de zy e uma tnica funcao C*

nesta vizinhanga 7y : V' — R tal que 7 (z9) =ty e G(1v(x),x) = 0 (ou equivalentemente

o(1y(z),x) € H). Por continuidade, tomamos Uy C Ve T = Tv‘U de modo que 7(Up) C SO
0

2. Campos de Vectores no Plano

Considerando campos de vectores em R? (como faremos a partir de agora) é facil ver
que a intersec¢ao de uma recta com uma trajectéria da origem a uma sucessao de pontos,
possivelmente finita, que pode ser interpretada como uma sucessao sobre a trajectoria ou
sobre a recta.

v(x,) S

FIGURA 2

Seja {x;} uma sucessdo de pontos na érbita de z € U; a sucessdo é mondtona ao longo
da trajectoria se z; = ¢(t;, ) com {¢;} uma sucessdo mondtona. Seja {y;} uma sucessao de
pontos sobre uma recta H; a sucessao é mondtona ao longo da recta se y; — y1 = \i(y2 — y1)
com 1 = Ay e {\;} uma sucessdao mondtona crescente.

Em geral, monotoncidade sobre uma trajectéria nao implica monotonicidade sobre uma
recta, mas para uma seccao local de um campo de vectores em R? podemos obter:

TEOREMA 2.1. Seja S uma secc¢do local do campo de vectores v, definido em U C R?,
e {xi} = yNS, onde v é uma trajectoria de v. Se {x;} é mondtona sobre v, é também
mondtona sobre S.

Demonstracao:
Seja I' a curva fechada simples constituida por: a parte de y entre x; e x5 e 0 segmento T' C S,
entre x; e xo (ver figura 2). Pelo teorema da curva de Jordan, I' limita um subconjunto
compacto D de R?. Vamos supor que v aponte para o exterior de D em x; é 6bvio, a partir
da transversalidade, que v aponta para o exterior de D em qualquer ponto da interseccao
com T, excepto em x; e x9, onde v é tangente a fronteira de D (figura 2); caso contrario, v
seria tangente a S em algum ponto entre x; e x5.

O complementar de D, R? — D, é positivamente invariante; em particular ¢(t,z,) €
R? — D parat € R e portanto 23 € R?> — D. Isto mostra que x5 nao pode estar entre z; e
Zo, € se estivesse para o lado oposto de x7 em relagao a x5 estaria em D o que é impossivel.
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Os mesmos argumentos podem ser aplicados quando v aponta para o interior de D. O

Usando este teorema é facil mostrar que, em U C R2?, uma trajectéria nao periédica é a
imagem difeomérfica de um intervalo aberto de R.

TEOREMA 2.2. Seja v um campo de vectores em um aberto de R?, se y € a(xg) Uw(z)
entao a trajectoria de y intersecta qualquer sec¢ao local em nao mais que um ponto.

Demonstracao:

Ja vimos que = € a(zg) = ¢(t,x) € a(xo), para todo t € R, e analogamente para x € w(xy).
Se x € a(xg) e se S é uma seccao local de v em z entdo podemos encontrar uma sucessao
{t;} com t;, — —oo tal que ¢(t;,x9) — x. Como t; — —oo podemos supor (se necessario
passando a uma subsucessao) que {¢;} é mondtona decrescente.

Suponhamos que exista uma secgao local, S, tal que {y1,y2} € v(y) NS com y; e ys
distintos e que y € a(zy) (a demonstracao para w(zg) é andloga). Como y; e ys pertencem
a a(xo) existem duas sucessoes {t;} e {t/} com ¢, — —o0 e t/ — —o0 tais que ¢(t, xo) — y1
e (¢! 20) — g, com (t} 1v) € G(t!, 70) em S.

E possivel formar, a partir de {#,} e {t}, uma sucessdo monétona decrescente, elimi-
nando as eventuais repetigoes, contendo uma infinidade de termos de {t;} e {t/}; seja {t;}
essa sucessao. Entao {¢(t;,x)} é uma sucessao mondtona sobre a trajectéria de z, e pelo
teorema anterior devera também ser uma sucessao monétona sobre S. Isto contradiz o facto
de ter dois pontos de acumulacao y; e y» distintos. O

Consideraremos érbita fechada como a imagem de uma solucao periddica, e conjunto
limite L serd um conjunto verificando L = «a(x) ou L = w(xg) para algum zy € U.

TEOREMA 2.3 (Poincaré-Bendixson). Um conjunto limite compacto que ndo contenha
pontos singulares € uma orbita fechada.

Demonstracao:
Seja L = w(xy) e y € L; vamos provar que a trajectéria y(y) é fechada. E claro que
w(y) C L; seja = € w(y) e S uma secgao local de v em z. Do teorema anterior resulta que
v(y) NS = {T}, e como x € w(y), vem x = T (figura 3): se T # z, x ndo pode pertencer a
w(y).

-t %)

f(x)

FiGcura 3

Também de x € w(y) vem que existem #; e ty distintos com ¢(t1,y) = ©(ta,y) = z;
que existe uma sucessao {t;}, t; — +oo tal que ¢(t;,y) — x. Dada uma vizinhanga W de
x, a partir de ig € N, p(t;,y) pertence a W. Se tomarmos Sy C S e W =] — ¢, +¢[x5)
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de tal modo que o fluxo esteja rectificado em W, podemos escolher iy e iy > ig, tais que
|ti, — ti,| > 2¢. Da rectificagao do fluxo, é ébvio que existem 6; e dy em | — €, +¢] tais que

o(ti, +01,y) = p(ti, + 02,y) =2, ti=t;, +6 #ti, +d2 =1

Daqui resulta que p(ty — t1,y) = y e portanto y(y) é uma drbita fechada.

Falta agora provar que (y) = L; para isso é suficiente mostrar que, quando t — +o0,
d((t, z0),7) — 0.

Seja S uma seccao local de v em y; é 6bvio que S N~(y) = {y}. Usando o teorema
da rectificacao de fluxo, como atrds, existe uma sucessao {t;} com t; < ty < ... tal que
x; = p(ti, xo) € S e x; — y monotonamente em S, com (t,zg) ¢ S quando t €]t;, t;1].

Existe um supremo finito para o conjunto {t;11 — t;}: se p(T,y) =y, e x; esta suficien-
temente préximo de y, vird (T +t, ;) € S com t €] — e, +¢[; isto é, t;1 —t; < T + ¢ para
i > 1y. Seja € € R™; pela continuidade do fluxo, existe § € R* tal que

[z =yl <o, [t| ST +e= ot ) —p(t,y)| <

Tomamos i* tal que i > i* = |z; — y| < .
Seja t > t;» e 1 > 1* tais que t € [t;, t;41]; entdo d(p(t, xo),7) < |@(t,x0) — @(t — ti,y)| =
|()0(t - tia xl) - QO(t - ti> y)| <§g, isto éa d(g@(t, Zlfo), 7) — 0. 0

Um ciclo limite é uma o6rbita fechada ~, tal que v € a(x) ou v € w(x) para algum
z € U — . Um ciclo w-limite tem estabilidade lateral (figura 4).

v(y)

F1GURA 4. As trajectorias dos pontos na area cinzenta D tendem para 7.
Tomando uma secgao local S em y € v, e z € S tal que w(x) = 7, entdo os pontos de S

que estao entre x e y também tém trajectoérias que tendem para v que, para t > 0, estao na
area cinzenta D da figura 4 e além disso:

TEOREMA 2.4. O conjunto A ={x € U —, | w(x) =~} € aberto.

Demonstragao:
Sejax € A; parat € RT suficientemente grande, ¢(t,z) € int D. Tomando V' = ¢(—t,int D),
e como y — ¢(—t,y) é um difeomorfismo, V é abertoe z € V =1int V C A. O

TEOREMA 2.5. Seja K um conjunto compacto, positiva ou negativamente invariante;
entdo K contém ou uma orbita fechada ou um ponto singular.

TEOREMA 2.6. Seja v uma orbita fechada contida em U, eV o aberto limitado por ~
em R%: se V. .C U, v tem um ponto de equilibrio em V.
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Demonstracao:

Vamos supor que V' nao contenha pontos de equilibrio nem érbitas fechadas. Aplicando o
teorema de Poincaré-Bendixson a D = V U, vird v = a(r) = w(x) para z € V. A érea
cinzenta na figura anterior é positivamente invariante; por outro lado como v = «(z), existe
t € R tal que p(t, ) estd nesta regido. Como p(—t, p(t,x)) = x e —t € R hé contradigao;
conclui-se portanto que v contém pontos de equilibrio ou érbitas fechadas.

Supondo que nao contenha pontos de equilibrio, seja A o infimo das areas limitadas por
orbitas fechadas em V. Existe uma sucessao 7, de érbitas fechadas definindo areas A,,, com
A, — A; tomamos z, € v,. Como D é compacto, existe uma subsucessao de {z,}, que
denotaremos ainda pelo mesmo simbolo, convergente para x € D.

A orbita (8 de = é fechada, senao deveria aproximar-se de um ciclo limite, e do teorema
anterior resulta que o mesmo se passaria para as trajectorias correspondentes a z,, com x,
suficientemente préoximo de x.

A érea limitada por § é igual a A, ja que quando n — oo, 7, se aproxima arbitrariamente
de [ e portanto a area compreendida entre as duas curvas tende para zero. Assim no aberto
limitado por ( nao haveria pontos de equilibrio nem o6rbitas fechadas, o que contradiz a
primeira parte da demonstracao. O

O critério a seguir é uma técnica especialmente 1til para localizar as érbitas periddicas
de uma forma indirecta, provando a sua nao existéncia nos dominios a que é aplicado:

TEOREMA 2.7 (Critério de Bendixson). Seja V' C R? um aberto simplesmente conezo,
contido no dominio do campo de vectores v; se:

Jvy  Ovg Qv
o T om - Y an

tiver sinal constante em V e ndo for identicamente zero, nao hd orbitas fechadas contidas
em V.

dive =

Demonstragao:
Suponhamos que exista uma érbita fechada v C V'; pelo teorema de Green temos:

/(vg,—vl) :// divv dz; dxs
o D

onde D é a area limitada por . Por outro lado v - (vy, —v1) = 0 e portanto o integral acima
é zero, que é impossivel se dive > 0 (ou dive < 0) em D, com desigualdade estrita num
aberto nao vazio. O

Note-se que este critério nada permite concluir de positivo sobre a existéncia de érbitas
periddicas, simplesmente fornece um critério de nao existéncia.






CAPITULO 4

Exemplos

1. Equagoes de Liénard e van der Pol

Passamos agora ao estudo de alguns tipos de equacoes diferenciais, onde as técnicas
apresentadas anteriormente podem ser usadas.

ExeEMPLO 1.1 (Equacao de Liénard). A equagao de Liénard é uma equacao diferencial
de segunda ordem do tipo:

I+ f(x)t+g(x)=0
onde suporemos:
) f,g: R — R sdo fun(;oes 1.

(1

(2) f épar, e f(0) <

(3) gelmpar :c;éO:>:cg( ) > 0.

(4) F(x) = [y f(u)du — o0 quando & — £oo.

(5) F tem um unico zero positivo x = «, e é mondétonamente crescente para r > «.

TEOREMA 1.1 (Liénard). Nas condigoes acima, a equagdo de Liénard tem uma tnica
solugao periodica nao trivial, que € um ciclo limite estdvel.

Demonstracao:
Se fizermos y = & + F(x), e passando das varidveis (z, %) para (z,y), obtemos o campo de
vectores v(z,y) = (y — F(z), —g(z)). B facil verificar que a origem ¢ o tinico ponto singular,
e portanto qualquer érbita fechada rodeia a origem. Por outro lado, se ¢(t) é uma solugao,
—(t) também é solugado e uma qualquer érbita fechada serd simétrica em relagao a origem.
Para um esbogo do retrato de fase, é conveniente considerar a curva I' correspondente ao
grafico de F'; teremos, lembrando que ¢(0) = 0, a figura 1.

FiGura 1
41
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Note-se que s6 pode haver um ponto de intersec¢ao, com abcissa positiva, de I' com uma
6rbita, que fica abaixo de I' desde B até ao cruzamento de C' com o eixo dos x. Assim, cada
orbita é caracterizada por b, e designé-la-emos por ;.

Se a drbita é fechada, devera ser OA = —OC" se tal nao se verificar a simétrica dela
em relagao a origem serd também uma érbita do campo de vectores, e obviamente as duas
intersectam-se. Por outro lado se OA = —OC' a érbita correspondente é fechada: basta

completar ABC' com a simétrica em relagao a origem.

Consideremos ¥ : R*> — R dado por ¥(z,y) = y*/2+ G(x), onde G(x) = [ g(u) du;
a condigao OA = —OC pode escrever-se ¥(A) = ¥(C). Por outro lado L,V = (g,y) - (y —
F,—g) = —Fg e portanto:

tc tc

¥(C) - V() = [ LwOu®)dt =~ [ Flal)glole) d
ta ta

com Y(t) = (x(t),y(t)) e w(ta) = A, w(tc) = C. Podemos mudar de variavel,de ¢ para y,

obtendo entao:

¥(C) - w(A) = [ Py (=9

e se considerarmos a fungao b +— n(b) = ¥(C) — ¥(A) concluimos que, se 0 < b < a,
F(z(y)) < 0 excepto em A, C' e eventualmente num outro ponto quando b = «, e portanto
n(b) > 0.

Vamos ver que no intervalo [«

, +oo[ a func¢ao n é mondtona decrescente e tende para —oo
quando b — +o0; escrevendo 7(b) =

11(b) + 72(b) com:

n1<b>=/Dde+/Cde, n2<b>=/Ede

A E D

é claro que n;(b) > 0 e ny(b) < 0 para b > «; para calcular 1; podemos considerar x como a
variavel de integragao, e vira:

Quando b aumenta, o arco AD sobe, y correspondente aumenta, e a funcao a integrar no
primeiro termo diminui, j& que é positiva; o segundo termo pode escrever-se:

E
F

/ J dx

cy—F

e como quando b aumenta, o arco baixa e a funcao a integrar diminui, ja que é positiva e
o denominador aumenta em valor absoluto. Conclui-se que 7; é monétona decrescente em
[, +00].

A transformagao (x,y) — (F(x),y) leva o arco DE no arco D'E’" e 1y é a area limitada
por esse arco e pelo eixo dos y, em grandeza, e negativo. Quando b aumenta, a area aumenta
e 7o diminui. Seja ¢ > 0; a recta ' = ¢ intersecta o arco D'E’ nos pontos P’ e @)', cujos
originais sdo P e @Q; m2(b) < —c|P'Q’'| e como |PQ)| é arbitrariamente grande (dependendo
de b) m2(b) — —oo quando b — +oo (figura 2).

Podemos concluir que existe um tnico b* €]a, +oo[ tal que n(b*) = 0; como ja vimos que
n(b) =0 < VU (C) = V(A) & v, fechada, existe uma tunica 6rbita fechada correspondente a
b*.

Se b < b* (dentro de 7;) n(b) > 0, isto é, |C*C| < |A*Al; por simetria, o ponto de cruza-
mento seguinte de 4, com x = 0 esta mais préximo de A* que C' de C*. Dali conclui-se que
v se vai aproximando de 7;, e resultado andlogo se obtem para b > b*. Isto é, v} é estavel. O
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y
D' b y=F(x)
|
|
1 /| B!
|
} F
Q
FIGURA 2

A hipotese 5 garante a unicidade do ciclo limite; sem ela tudo o resto é absolutamente
andlogo, com ciclos limites estaveis se dn/db > 0 para os valores correspondentes de b.

ExeEmpLO 1.2 (Equagao de van der Pol). A equacao de van der Pol, com parametro
1€ R, é dada por:
F+pa*—1Di+x=0

E obvio que para i € RT a equacao de van der Pol é um caso particular de equacao de
Liénard, e tem portanto um tunico limite estavel. Para além disso podemos provar:

TEOREMA 1.2. Todas as orbitas nao triviais tendem para o ciclo limite.

Demonstracao:
Da demonstragao do teorema anterior resulta que todas as érbitas nao triviais no interior do
ciclo limite tendem para o ciclo limite, assim como aquelas que comecam fora do ciclo limite,
mas suficientemente préximo. E f4cil ver que todas as orbitas cruzando a parte positiva do
eixo dos y tendem para o ciclo limite v (figura 3).

FiGcura 3
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Da figura 3 é facil concluir que existe D (o ponto C' é o cruzamento da érbita iniciada
em A com a curva y = puF(r) — x sobre a qual dy/dx = 1). Por simetria conclui-se que a
orbita depois de passar em D cruza o eixo dos y na parte positiva enrolando para dentro se
b > b* e para fora se b < b*. E f4cil ver que o argumento se aplica a qualquer ponto entre o
grafico de y = puF'(x) — x e a parte positiva do eixo dos y.

Seja agora A fora desse dominio, com abcissa positiva; se A = (o, o), existe k posi-
tivo tal que yo > pF(zg) — kxo e entdo a figurad pode repetir-se, substituindo o gréfico de
y = pF(xz) — x pelo grafico de y = puF(z) — kz e a recta de declive 1 por uma recta de
declive 1/k. Por simetria, ficam consideradas todas as situagdes possiveis, todas as érbitas
sao espirais em torno da origem. Da anélise do sinal de 7(b) conclui-se que todas as 6rbitas
tendem para 7. O

Nota: embora a demonstracao correspondente seja um pouco mais delicada, este resul-
tado também ¢é valido para as equacoes de Liénard.

Quando p € [0, 1] é muito pequeno, podemos determinar o ciclo limite aproximadamente:
Consideremos o campo de vectores v(z,y) = (y+pvi(z, y), —v+pve(z, y)) como perturbagao
de vo(x,y) = (y,—x); sabemos que dado ¢ € RT é possivel determinar uog € [0,27] se
p € 10, po[, que podemos escrever ¢, (t, (zo, yo)) + O(e) em [0, 27].

Seja A = (0, A), A > 0 e, adrbita correspondente até ao reencontro com a parte positiva
do eixo dos y; procedendo como para a equagao de Liénard, se ¥(x,y) = 2?/2+y?/2 a analise
de

n(A) = / Lw

"
dird se 7, ¢ ou nao fechada. Para a determinacao aproximada de 7 substituimos v, pela

circunferéncia que passa por A, orbita de vy. Vira:
2
W) = [ (o) + (e ) de+ 002
0

e se Ay é um zero simples de 7y(A4) = fozﬂ(xvl (z,y) + yva(z,y)) dt existe préoximo de Ag um
zero A* de n, tanto mais préximo quanto menor for . Entao a érbita de A* = (0, A*) é um
ciclo limite, estével se dn/dA(A*) > 0.

Aplicando o precedente a equagao de van der Pol, teremos:

2 A3 A2
no(A) I,LL/ Asent(?sengt—Asent)dt: —WMA2(I —1)
0

portanto Ag = 2: o ciclo limite da equagao de van der Pol, para p pequeno, passa por
A* =~ (0,2) e mantém-se proximo da circunferéncia de raio 2.

Vamos agora ver o que acontece quando p — +00. Fazendo ¢ = 1/u obtemos
1 3
Sy 5 - a), )

Construimos um conjunto D., que contém o ciclo limite de v, (figura 4) para € €0, o]
e achamos o ‘limite’ de D., quando €y — 0: note-se que a amplitude do ciclo limite é 2, tal
como para i = 0.

Dado h € R™, existe g € R™ tal que o dominio tracejado é positivamente invariante e
portanto contém o ciclo limite. Quando h — 0, e portanto g — 0, o dominio tracejado tende
para a ¢érbita marcada a cheio. Como & = (y — (23/3 — z)) /e quando (z,y) € T, vird que
& — 400; por outro lado se (z,y) € I' a velocidade de processo é pequena. Aproximadamente
podemos representar o campo como na figura 5.

ve(w,y) = (
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Y y=F(x)

FIiGURrA 4

y y=F(x)

FI1GURA 5

O movimento é rapido na horizontal, e lento sobre I'. Ao ciclo limite corresponde uma
oscilagdo com duas fases, uma rapida (na parte horizontal) e a outra lenta (sobre I'). A
este tipo de oscilagoes da-se o nome de oscilagoes de relaxagao. Para fendmenos oscilatorios
apresentando uma fase rapida e uma fase lenta, é natural procurar modelos baseados na
equagao de van der Pol (por ser a mais simples equacao em que se verificam oscilagoes de
relaxacdo) ou em variantes dessa equagao. Se observarmos x como fungao de ¢, o ciclo limite
correspondente a € = 0 vird como na figura 6.

X
fase lenta
fase rapida
|
t
FiGura 6

2. Modelos predador-presa

O modelo mais simples de crescimento de uma populacao é dado por & = ax, com a € R
se « € R entdo () — oo quando t — +o00,se « = 0 vem x(t) = 2(0) e x(t) — 0sea € R™.
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Podemos supor que a = k(5 — (), com k € R*: por exemplo, sendo [ a comida per capita,
se [ < [y a populacao decresce, § = [y significa que a populacao se mantém constante, e se
(3 é maior que as necessidades minimas representadas por 3y, z(t) — +o00.

Na pratica, espera-se que as populacoes nao crescam sem limite; num caso simples «
serd, nao uma constante relativamente a x, mas a = k({ — ), isto é, o crescimento é positivo
se a populagao é menor que £, mas negativo no caso contrério, k € R (figura 7).

X

FIGURA 7

O campo de vectores v(z) = k({ — x)x tem dois pontos singulares, a origem e &; a partir
da linearizagao de v é facil ver que a origem é instavel e £ é assimptoticamente estavel: de
facto, se zg € R, ¢(t, z9) — & quando t — +oo.

EXEMPLO 2.1 (Modelo de Volterra-Lotka). Este modelo, para duas espécies x e y, sendo
x a presa e y o predador, baseia-se nas seguintes equagoes:

T o= a(y
' B(z)y

onde
e a(y) = a — by, a presenca de predadores diminui o ritmo de crescimento das presas
de modo linear, que é positivo na sua auséncia (a, b € RT).
e ((y) = cx —d, a presenga de presas aumenta o ritmo de crescimento dos predadores
de modo linear, que é negativo na sua auséncia (¢, d € R™).

Consideremos o campo de vectores v(z,y) = ((a — by)z, (cx — d)y) e estudemos os pontos
singulares e a sua estabilidade: na regiao x > 0, y > 0 ha dois pontos singulares, a origem e

(d/c,a/b).

Linearizando em rela¢do a origem vem v;(z,y) = (ax,—dy) sendo portanto a origem
instdvel. Linearizando em relagao ao ponto (d/c,a/b) virda v/(x,y) = (—ay, dzx) cujos valores
proprios sao +i v ad; nada se pode concluir quanto a estabilidade por este método.

LY
.-

d/ic X

FiGURrA 8
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Completando a andlise indicada pela figura 8, demonstra-se que todas as érbitas nao
triviais em R x R sdo espirais (eventualmente fechadas) em torno de (d/c,a/b). A funcao
f:RT xR" — R dada por f(z,y) = cx — dlogx + by — alogy é um integral do sistema,
e portanto as orbitas nao triviais sao as curvas de nivel da funcao f.

Assim, (d/c,a/b) é estavel, e todas as drbitas nao triviais em R* x R sdo fechadas,
contendo (d/e¢,a/b) no seu interior. De facto, tomando h(x,y) = exp(f(z,y)) vemos que
h(z,y) = g1(x)g2(y), onde g1 (z) = e~ e go(y) = e™y~?; estas duas fungoes sdo do mesmo
tipo, e o grafico de g; serd como na figura 9.

y
‘ cx -d
: y=e X
|
|
|
dic X
FiGura 9

Daqui conclui-se que h tem maximo em (d/c,a/b) e portanto as suas curvas de nivel, ou
de f, sao fechadas rodeando esse ponto.
Definindo os valores médios T e ¥ como:

T = /OT:E(t) dt, 7= /OTy(t) dt

onde T é o menor periodo positivo, é facil verificar que sao iguais a d/c e a/b, respectivamente.

Vamos agora ver o efeito de caca de predadores e presas; foi o estudo deste fenémeno
que levou Volterra ao estabelecimento do seu modelo, para andlise dos resultados de pesca
no Mediterraneo de 1914 a 1932:

Ano % peixe pouco utilizavel (predador)

1914 11.9
1915 214
1916 22.1
1917 22.2
1918 36.4
1919 27.3
1920 16.0
1921 15.9
1922 14.8
1923 10.7

A caga (ou pesca) diminui a populacdo de peixes de ex e ey por unidade de tempo, isto
é, tendo em conta a pesca, as equagcoes para a evolucao das duas populagoes serao:

T = (a—by)x—ex=|(a—c¢)—bylx
g = (cx—d)yy—ex=|cx— (d+¢e)ly

e os novos valores médios serao ((d+¢)/c, (a —€)/b), isto é, aumenta o nimero de presas e
diminui o de predadores; a falta de caga (ou de pesca, no caso acima) tem efeito oposto.
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EXEMPLO 2.2 (Modelo com crescimento limitado). v(z,y) = ((a —by)x —Az?, (cx —d)y —
py?) Se A e p sdo suficientemente pequenos, o diagrama de fase sera do tipo representado
na figura 10.

FiGcura 10

E facil verificar que o ponto critico em RT x R é assimptoticamente estdvel; por outro
lado, qualquer rectangulo com lados sobre os eixos e vértice sobre y = cx/\ — d/u, contendo
os pontos (0,a/b) e (a/A,0) é positivamente invariante, portanto todas as érbitas que se
iniciam no interior tendem para o ponto critico em causa ou para algum ciclo limite.

Podemos provar que nao existem ciclos limites usando um corolario simples do critério
de Bendixson :

TEOREMA 2.1 (Teste de Dulac). Seja D C R? um aberto simplesmente conexo, contido
no dominio do campo de vectores v, e f : D — RY uma funcdo C' e positiva em D; se
div(fv) tem sinal constante em D, nao sendo identicamente zero, nao hd drbitas fechadas
contidas em D.

Demonstracao:
Basta verificar que as érbitas periddicas de v e fv sao exactamente as mesmas, e aplicar o
critério de Bendixson ao campo de vectores fuv. O

No caso presente tomamos D = R* x R" e f(x,y) = 1/zy, vindo entdo fo(zr,y) =
(a/y —b— Ax/y,c —d/z — py/x) cuja divergéncia é —(\/y + u/x) < 0, para provar a nao
existéncia de ciclos limites em R* x R™. Poderd, para valores bastante diferentes de zero
(de X ou p), verificar-se a situagao da figura 11.

y y=cxju-dja
a/b
alh dic X
Ficura 11

Como a figura 11 indica, (a/\,0) é um ponto singular assimptoticamente estével, e o seu
dominio de actraccao é RT x Ry, onde Rf = 0UR™.
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EXEMPLO 2.3 (Modelo de Holling-Tanner). As equagoes diferenciais serao agora:
. T Y
— 1— =) —
iy {7’( K) W x} x
y = s [1 —-J Q} Y
x
Fécilmente se vé que K ¢ o valor limite da populacao z, quando y = 0, e o nimero de presas

destruido pelo predador por unidade de tempo é proporcional ao niimero de predadores, mas
nao ao numero de presas, tendendo monotonamente para w (figura 12).

y
y=wx/D
W 7777777777777777
y=wx/(D+x)
X
Ficura 12

O valor limite da populacdo y, considerando z constante, seria x/J, e J é interpretado
como o numero de presas necessario a sobrevivéncia de um predador.

y=x/J

rDiw

|
| (K. €)
|

(K-b)/Z K X
FiGura 13
A area tracejada na figura 13 é positivamente invariante; por facilidade de céalculo, faze-

mos a mudanga de variaveis (£,1) = (z/z*,y/x*), onde (z*, y*) s@o as coordenadas do ponto
critico em R x R™. O campo de vectores nas novas coordenadas escreve-se:

- § U

§ = [T(l—z)—wm}f

n = s{l—Jﬂ}n, sz, dzB
19 x* x*

e linearizando o sistema em relacao ao ponto critico em R™ x R™, que nas novas varidveis

sera (1,1/J), vem:
. r wd w
¢ = (‘z " m) RS

n o= ;5—877
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Calculando o determinante e o traco da matriz do sistema linearizado, verifica-se que sao
dados por:

1 wd
e (% T 1)2) >0
r(k—d—2)
k(d+1)
e portanto os valores proprios sao do mesmo sinal ou complexos conjugados. A soma de
valores proprios da matriz é dada pelo traco, podendo ser positiva ou negativa:

—S

e se é positiva o ponto critico é instavel, e portanto na zona positivamente invariante
atras considerada deve existir pelo menos um ciclo limite (que se for tnico serd
estével); como s é positivo e r(k —d —2)[k(d+1)]7' > s, devemos ter k —d —2 > 0
ou seja z* < (K — D)/2.

e Por outro lado, se z* > (K —D) /2, entao k—d—2 < 0 e portanto o trago é negativo;
o ponto critico é assimptoticamente estavel, e z* > (K — D)/2.

Assim, se k—d—2 > 0 e fazendo variar s6 o parametro s, vemos que se s > r(k—d—2)[k(d+

1)]7! o ponto critico é assimptoticamente estdvel tornando-se instdvel com o aparecimento
simultaneo de uma érbita fechada para s < r(k —d — 2)[k(d + 1)]~".



CAPITULO 5

Métodos perturbativos

H& uma série de métodos para encontrar solugoes de equagoes diferenciais e para provar
que existem solugoes de certos tipos, que se baseiam no teorema da dependéncia diferencidvel
das solugoes de equacgoes diferenciais em relacao as condigoes inciais e aos parametros. Neste
capitulo descrevemos resultados deste tipo.

1. Aplicacao do teorema da derivabilidade em ordem aos parametros

Seja & = v(x) uma equagao diferencial ‘préxima’ da equagdo & = vy(z) cuja solugdo g
¢ conhecida; pretende-se calcular a solucao ¢ da primeira a custa de ¢g. Diremos que v é
préximo de vy se pudermos escrevé-lo como v(z,a) = vo(z) + avi(z) + O(a?), sendo v(z, a)

uma fungio C* (k > 2) em (r,a), a < 1. Assim, vo(z) = v(z,0) e v, (z) = a—v(:c,O).
a
Seja ¢(t, zo,a) a solu¢do de & = v(z,a) satisfazendo a condicao inicial p(to, zo,0) = xo;

pelo teorema da derivabilidade em ordem ao parametro, vem:

0
o(t, xg,a) = @(t, o, 0) + aa—i(t,xo, 0) + O(a?)

. 0
E claro que ¢(t, z9,0) = @o(t, o), € que a—gp(t,xo, 0) = ¥(t, zo) ndo depende de a; logo
a

o(t,z0,a) = @olt,x0) + atb(t, xo) + O(a?)
v(p(t, v, a),a) = vo(p(t, 20, a)) + avi(@(t, z9,a)) + O(a?)
20 eutts )t ) + v ult,20)) + O(a?)

Como para todo a a segunda expressao ¢ a derivada em ordem a t da primeira, podemos
escrever:

= wo(po(t,mo)) +a

(ol 20)) + ab(t,20) + O(a®) = wuliolt, 70)) + A oft, z0)i(t, ) +

avi(po(t, 20)) + O(a”)

Derivando em ordem a a e fazendo a = 0, obtemos:

. ov
Y(t, z) = a—xo(@o(t, x0))Y(t, o) + vi(po(t, o))
Portanto (¢, xy) é solugao da equagao diferencial
: 81}0
§ = -, (Polt,20))E + vilwo(t, 20))
satisfazendo a condigao inicial 9 (tg,z9) = 0. FEsta equagao designa-se por equagao as

variagoes ou equagao variacional de & = v(z,a) em py. Como é uma equagao diferencial
afim em £, embora nao auténoma, pode sempre ser resolvida explicitamente.

A aproximagao ¢(t,zg,a) = po(t, o) + aV(t,xo) s6 é vélida, é claro, se |t — to| for
suficientemente pequeno; nao se pode permutar os limites t — oo e a — 0.

51
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1.1. Um exemplo simples. Queremos usar este método para calcular aproximada-
mente a solugao ¢(t,zg,a) de £ = (1 + sena)x com ¢(0, xg,a) = xg, sabendo que a solugao
para a = 0 é @o(t,19) = e'zg. Escrevemos a expansao de Taylor em a da equagio e da
solugao como:

&= (1+a+0(a®))x ©(t, z0,a) = polt, v0) + ap(t, x0) + O(a?) = e'zg+ av)(t, x0) + O(a?)
e substituindo, obtemos:

e'zg + a(t, 7o) + O(a?) = (1 + a) (e'xo + ay(t, xo)) + O(a?)

zo = (0, z0,a) = 0o(0, 20) + arp(0, xg) + O(a®) = zo + arp(0, z0) + O(a?).
Logo
(L, o) = U(t, 20) + etaq com ¥(0,20) =0
cuja solugao é 1 (t, xg) = telxy. A solugao da primeira equacao diferencial é entao p(t, zg,a) =
(1 + at)etzy + O(a?).
Este exemplo é tdo simples que podemos encontrar a solucio exacta ¢(t, zg, a) = e(1751@) 3
e calcular a sua expansao de Taylor para comparar com a solu¢ao aproximada:

242
3 a“t
o(t, Tg, a) = et* Mty = M0 )ty — <1 Hat+——+ O(ag)) e'wg.
Note que embora a expansao de v(z,a) nao contenha termos em a?, eles aparecem na ex-
pansao da solucao. Estes termos poderiam ser calculados pelo mesmo processo, resolvendo
a uma nova equagao diferencial afim, nao auténoma.

1.2. Exemplo: péndulo linearizado com atrito. A equacao do péndulo é & + Az +
senx, onde A > 0 representa o atrito. Para valores pequenos de x esta equacao pode ser
aproximada pela sua linearizacao, dada pelo campo de vectores v(z,y, A) = (y, —x — Ay).
A partir do caso sem atrito, queremos calcular a solucao aproximada que satisfaz a condi¢ao
inicial (z(0),y(0)) = (z(0),£(0)) = (0,0). Escrevemos a solugao como (g, ¢) onde

Sp(ta Lo, 07 A) = on(t7 o, O) + A801 (t’ Zo, O) + O(A2)

que satisfazem (o, Bo) = v(o, o), isto € Go = —pp e

L. ov ) . ov .
(8017 ¢1>T = 8($, y) (¢07 ©o, 0)(¢17 ¢1)T + 8_14(8007 ©o, 0)
Neste caso,
ov 0 1 ov 0 1
7 A) = 5. 0) =
a(x’y) ($7y7 ) ( -1 —A ) a(I’y) (()0()7%00a ) < -1 0 )
ov 0 ov ) 0
a—A(x7y7A) = ( —y ) a—A(SO(]a(vaO) = ( _@0 ) :
Usando ¢q(t, zg,0) = xocost obtemos a equagao variacional ¢p; = —p; — Y9 = —¢1 + Tp sen t

x x
com a condigao inicial ¢1(0) = 0, cuja solugao é ¢ (t) = ?0 sent — ?Ot cost. logo, a solucao
aproximada da equacao do péndulo com atrito é:

o(t, 29,0, A) = xgcost + A% (sent —tcost) + O(A?).
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Podemos calcular a solucao exacta e compara-la com a aproximacao. A matriz que
representa o campo de vectores v tem valores proprios

Aj:' d =1¢/1 Ay’
5 T onde w = 5

e a solugdo com as condigoes iniciais (g, 0) é

A
U(t, 29,0, A) = e~ At/2 (1’0 coswt + 2—% sen wt) )
w

Para comparar com a solu¢ao aproximada usamos wt =t + O(A%) =t + A?r(A,t) e
coswt = cos(t+A>r) = cost cos A’r—sentsen A*r = cos t(1+0(A?%))—sen tO(A?) = cost+O(A?)

e analogamente senwt = sent + O(A?), logo

U(t, 20,0, A) = e~ 442 (mo cost + % sent + O(A2)) :

Como e 42 =1— % +0O(A?), obtemos a expressao aproximada para a solugao que tinhamos

calculado.

2. Perturbacao singular

Definimos um problema de perturbacdo singular em um aberto U C R"™, com n = r 4+,
pela equagao

) {2

onde f e g sdo funcoes de classe C*, k > 2. Definimos a variedade lenta como

I'={(r,y) €eR": f(z,y) = 0}

I
~

(x,y) equagao rapida f:U—R’
(z,y) equacao lenta g:U— R!

«

a equacao reduzida como

gy = g(z,y)
@) { 0 = flz,y)
e a equacao de camada
(3) &= f(z,y)

que é uma equacao diferencial em z, dependendo do parametro y. Para cada y € R/ fixado,
os pontos da variedade lenta que tém segunda coordenada igual a y sao pontos de equilibrio
da equacao de camada.

Esperamos que as érbitas de (1) se aproximem dos pontos da variedade lenta que forem
pontos de equilibrio assimptoticamente estaveis da equagao de camada. Como a equacgao de
camada é identicamente zero na variedade lenta, esperamos que quando nos aproximarmos da
variedade lenta permaneceremos perto dela, com um comportamento descrito pela equacao
lenta.



54 5. METODOS PERTURBATIVOS

3. Exemplos

ExEMPLO 3.1. Para € > 0 pequeno seja:

ET = —x—Y equagao rapida
y = —a’y equacao lenta

Para ¢ > 0 a equacao rapida pode ser reescrita como & = —%(a: + y) e para € pequeno
temos que |&| >> |y|, o que justifica os nomes de equagao répida e lenta. O comportamento
vai ser dominado pela equacao rapida, excepto quando estivermos sobre a variedade lenta
I'={(x,—x) : 2 € R} onde # = 0 (figura 1). Em I o comportamento segue a equa¢ao
reduzida a variedade lenta
= —xy L . 3
{:E:—y 1sto é Y= -y
Todas as solugoes da equacao reduzida tendem para a origem quando ¢t — oo. Observe que
a variedade lenta nao é invariante pelo fluxo (figura 1), apenas é seguida aproximadamente
pelas érbitas quando € é pequeno. Neste exemplo a origem é um ponto de equilibrio assimp-
toticamente estavel, mas a derivada do campo de vectores na origem nao é hiperbdlica. As
orbitas se aproximam da origem e na direcao horizontal o decaimento é muito mais réapido
do que na direcao y = —x.

y y
—> N\ €
D N
X X
—> «—
NN
r={y=x} r={y=x}

F1GURA 1. Variedade lenta e equacao rapida para o exemplo 3.1 e comporta-
mento das solugoes perto da variedade lenta

EXEMPLO 3.2. De novo para € > 0 pequeno seja:

et = x+y— a3 equacao rapida
y = —x equacao lenta

A variedade lenta é a curva T'{(z,y) : @ = 0}, grdfico de y = 23 — x = p(z) (figura 2) que
de novo nao é um conjunto invariante pelo fluxo. A fungao ¢(z) tem dois pontos criticos em
r==+1/V3, p(x) = £2/V3.

As 6rbitas se aproximam rapidamente de pontos da variedade lenta, os pontos (z,y) € T
tais que |z| > 1/4/3, isto é, pontos com coordenada z fora do intervalo entre os dois pontos
criticos de ¢. Depois disto as érbitas seguem aproximadamente a variedade lenta de acordo
com a equagao reduzida

y = —x
y = 23 —ua

até que se aproximam de um ponto critico de ¢, onde o campo de vectores é perpendicular a
variedade lenta e onde o comportamento volta a ser dominado pela equacao rapida. A partir
dai as dérbitas deslocam-se rapidamente para outro ramo da variedade lenta, que passam a
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y T ={y==x+x3} y y
” > /] /]
X X X
&
«— | 1 p— / ) %
T -

F1GURA 2. Variedade lenta e equacao rapida para o exemplo 3.2 e comporta-
mento das solugoes perto da variedade lenta

seguir até encontrar outro ponto critico. Note que os pontos criticos da variedade lenta nao
sao pontos de equilibrio da equagao reduzida.

A figura sugere que exista uma Orbita fechada atractora passando perto dos dois pontos
criticos de .

4. Equacao rapida
Nesta sec¢ao iremos estudar a equacao de camada e seus pontos de equilibrio.

LEMA 4.1. Considere um problema de perturbagdo singular (1), com f uma fun¢do de
classe C*, k > 1. Dado yy € R! se xy € R" for ponto de equilibrio hiperbédlico da equacdo
de camada (3) para y = yo, entdo existem abertos U C R e V C R" comyp € U exg €V
e uma tnica aplicagdo C*, ® : U — V com ®(yy) = xo tal que

NV xU)={(z,y):yelU z=2o(y)}
ou seja, a intersec¢ao da variedade lenta com V x U € o grdfico de ®.

Demonstracao:

Por hipétese, zero nao é um valor préprio de = (xg, yo), que por isso é uma transformagao

linear inversivel de R™ — R"™. Pelo teorema da funcao implicita existem vizinhancas U e
V dos pontos em causa, como no enunciado e existe uma tinica aplicacao ®(y) de classe C*
tal que, se (z,y) € V x U entdo, f(z,y) = 0 se e somente se z = ®(y). O

Em particular, se xo for um ponto de equilibrio assimptoticamente estavel da equagao de
camada para um dado g, entao em torno deste ponto a variedade lenta sera o grafico de uma
aplicacao. Pela unicidade do teorema da funcao implicita, esta aplicacao pode ser estendida
a todos os y para os quais o ponto de equilibrio da equacao de camada for assintoticamente
estdavel e hiperbdlico. Os pontos (z,y) em que a estabilidade é perdida sao exactamente

aqueles em que a transformagao linear 8—f(:c, y) tem um valor préprio igual a zero. Nestes
x

pontos a derivada parcial deixa de ser inversivel e a variedade lenta I' deixa de ser o grafico
de uma funcao derivavel, como nos pontos criticos da curva da Figura 2.

A equacao de camada é uma familia de equacoes diferenciais parametrizada por y € R/,
uma equacao diferente para cada y. Em cada ponto de equilibrio hiperbdlico da equacao
de camada os valores préprios da linearizacao dependem de y, por isso serao diferentes, se
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forem assimptoticamente estaveis, em principio terao taxa de atraccao e bacia de atraccao
diferentes. Dizemos que os pontos de equilibrio z = ®(y) com y € A C R! da equacdo
de camada (3) sao uniformemente assimptoticamente estdveis, se para todo p > 0 existir
d(p) > 0 tal que para todo yy € A, se |xg — P(yo)| < d(u) entao, para todo t > 0, a solugao
z(t) de © = f(x,yo) com x(0) = x satisfaz |z(t) — P(yo)| < p e limy_ oo |2(t) — P(yo)| = 0.

LEMA 4.2. Sejam U C R! e V C R" abertos e f : V x U — R" uma funcdo de classe
C*, k > 1, tais que para o problema de perturbagdo singular (1), a equagdo de camada (3)
tenha um unico ponto de equilibrio x = ®(y) em V para caday € U. Suponha que todos estes
pontos de equilibrio sejam hiperbolicos e assimptoticamente estaveis. Entao para qualquer
conjunto compacto K C U os pontos de equilibrio da equagdo de camada (3) comy € K sao
uniformemente assimptoticamente estdveis.

Demonstracao:
Seja A, = 92 (z,®(y)), por compacidade podemos encontrar um numero b > 0 tal que em
x

todos os pontos de equilibrio z = ®(y), com y € K, os valores préprios de A, tenham parte
real menor que —b < 0, logo para todo x € R”

(Ayz, ) < —bl|z]|*.

Também por compacidade, podemos encontrar n > 0 tal que, para todo y € K

lz =@l <n = \<f(x,y),f€>—(f4y%x>|SSIICUW-

Temos entao todas as estimativas da demonstracao do Teorema de Liapunov independente-
mente do valor de y e o resultado segue repetindo o resto da demonstracao do Teorema. O

No estudo da equagao de camada sera util usar uma escala mais lenta de tempo:

LEMA 4.3. Se ¢.(t) for uma solu¢io de (1) para € > 0 definida para t € [0, A] e com
©0:(0) = (z0,v0) entao Y-(s) = p(es) = (uc(s),ve(s)) € solugao de

{ o= f(u,v) u(0) = xg
v = eg(u,v) v(0) = yo

d
onde & = d_i e a solugao . estd definida para s € [0,A/e]. Além disto, lim._1.(s) =
(¥(s),y0) onde 1(s) = u(s) € solugcdo da equacio de camada:
u' = f(u,0) u(0) = zo.

Demonstragao:
d _dedt _ dE
ds  dtds at oM

equacao (1). O

Basta fazer a mudanca de varidvel t = es para a qual £’ =

O lema 4.3 mostra como a equagao de camada aparece como limite das solugoes de (1)
vistas em uma escala de tempo muito lenta. Pode-se obter um resultado tecnicamente mais
forte:

LEMA 4.4. Sejam ¢.(t) solugdes de (1) para € > 0 definidas para t € [0, A] e com
©:(0) = (z0,v0). Dados €, > 0 com lim,, 6, = 0 e t, € [0,A] com lim,_ot, =ty €
[0, A] seja ., () = e, (ens + t,). Seja B > 0 tal que para s € [0, B], as fungoes o, (t)
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sdo limitadas no intervalo correspondente. Entdo uma subsucessao de 9., (s) converge para
(1(s),yo) uniformemente no intervalo [0, B].

Demonstragao:
A idéia é usar o teorema de Ascoli-Arzela. Como por hipdtese as fungoes 1., (s) sdo equi-
limitadas, basta verificar que sao também equicontinuas, o que se obtem usando o teorema
da rectificacao do fluxo, depois de ter acrescentado a (1) a equagao diferencial ¢ = 0. O

5. Teoria de Tikhonov

Nesta seccao mostraremos que as orbitas de um problema como os dos exemplos acima
realmente seguem a variedade lenta segundo a equacao reduzida (2).

A partir daqui estudaremos o caso [ = 1 embora o mesmo tipo de resultado valha para
dimensoes mais altas. Neste caso, pelo lema 4.3, a variedade lenta I' é uma curva, o gréfico
de uma funcao derivavel x = ®(y) em torno de quase todos os seus pontos. A curva " deixa
de ser o grafico x = ®(y) exactamente nos pontos (z,y) em que o equilibrio da equagao de
camada (3) perde a estabilidade. Nestes pontos o campo de vectores (1) é perpendicular a
variedade lenta, como na Figura 2.

Iremos estudar o comportamento das 6rbitas de (1) em torno de um ponto de equilibrio
hiperbdlico assimptoticamente estavel da equacao de camada. Resumindo as conclusoes da
sec¢ao 4 consideramos um aberto U C R" com as seguintes propriedades:

P1) Supondo que [ = 1, existe um intervalo aberto I e uma fungdo ® : I — R" de
classe C* tal que as tnicas solucoes da equacio f(z,y) = 0 com (x,y) € U sao da
forma x = ®(y), isto é, a equacdo de camada (3) tem um unico ponto de equilibrio
r = ®(y) em cada camada (R" x {y})NU com y € I.

P2) Existe um intervalo fechado nao trivial K C I tal que para y € K o ponto
de equilibrio ®(y) da equagao de camada (3) é uniformemente assimptoticamente
estavel.

Pretendemos mostrar que nestas condigoes toda érbita de (1) que se aproxime da varie-
dade lenta seguird a equacao reduzida ao longo desta variedade. Para isto, definimos o tubo
de raio ;1 > 0 em torno da variedade lenta,

T, ={(z,y) : |z =) <pye K}

cujo interior denotamos por F.OFM e o tubo fechado

T, ={(z.y): o —2y)| < py € K}
cuja parede lateral é

Pu=A(z,y): |z = @(y)| = p,y € K}.
A propriedade P2 implica que toda solucao da equacao de camada com condigao inicial no
tubo T}, permanece no tubo 7}, para t > 0. A dificuldade estd em provar que as solucoes de
(1) também permanecem to tubo. Comegamos por provar que uma érbita de (1) que comece

em um tubo suficientemente pequeno nao pode sair pela parede lateral. Isto quer dizer que
a Orbita permanece sempre dentro do tubo enquanto a sua coordenada y satizfizer y € K.

LEMA 5.1. Suponha que a equagdo (1) para (z,y) € U satisfaca P1 e P2 e seja jn > 0
tal que T, C U. Entdo para € suficientemente pequeno, toda solucio . (t) = (z.(t),y.(t)) de
(1) com condi¢ao inicial dentro de um tubo de raio suficientemente pequeno permanece em
um tubo em torno da variedade lenta enquanto y.(t) € K.
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Mais precisamente, dado t; > 0 ezistem e(p) > 0, v(u) > 0 tais que para a solug¢ao
@=(t) = ((1),y:(t)) de (1) com condigao inicial p.(0) no interior de Ty, se para t < t
tivermos y(t) € K entdo para € < e(p) e para todo t <ty tem-se p.(t) € T),.

Demonstracao:
A idéia da prova é supor por absurdo que ¢.(t) saia do tubo, fazer uma mudanga de escala
no tempo, como no lema 4.3, e passar ao limite quando € — 0 para obter uma solucao da
equacao de camada que nao se aproxime do seu ponto de equilibrio quando s — oo.

Provaremos o resultado para y(u) = 6(u/2) que é menor ou igual a p/2 por hipétese.
Suponhamos que nao seja verdade que para todo e suficientemente pequeno e para todo
t < t; a solugdo p.(t) esteja no tubo, isto é, que exista uma sucessao &, com lim,, ., &, =0
para a qual ., (0) estd no interior de T}, e que existam 7, € [0,t,] tais que ., (£,) € P,.

Ficura 3. Tubos no lema 5.1

Como ¢, (t) sai do interior de T, para a parede P,, em algum instante passa pela
parede do tubo menor, P,y. Logo existem t, €]0,,[ tais que ., (t,) € Py e podemos
escolher t, e t,, de maneira que para t € [t,,t,] tenhamos ¢., (t) € T), — TOFW(“) (figura 3).

Como (e, (tn),tn) € Py X [0,11] e este conjunto é compacto, entdo existe uma sub-
sucessao convergente. Podemos supor que ja tinhamos comegado com esta sucessao e denota-
mos o seu limite por (o, yo) = limy, .0 @e,, (tn) € T = lim, o0 £, que satisfaz (2o, yo) € Py (),
T E [O, tl]

Reparametrizando o tempo por s = (t—t,,) /e, como nos lemas 4.3 e 4.4 obtemos 1., (s) =

©e,, (Ens + tn) que para s € [0, (T — t,)/e,] converge uniformemente para (¢ (s),yo). Como

Ye, (s) € T, — T4, que é um conjunto fechado, entdo (¢(s), yo) € T, —T.(,) para s € [0, ool.
Pelo lema 4.3, (s) é solugdo de

u' = f(u,yo) u(0) = xo.

Como (z9,Y0) € Py C Ts(u2) entdo por hipétese limy oo 1¥(s) = ®(yo) o que contradiz
¥(s) & Toyp- O

Para o resultado a seguir, é conveniente reescrever o lema 5.1 com condicao inicial ¢ = ¢,
dentro do tubo, o que pode ser feito facilmente usando a propriedade de grupo do fluxo:

COROLARIO 5.1. Suponha que a equagao (1) para (x,y) € U satisfagca P1 e P2 e seja
p >0 tal que T, C U. Entio dados ty e t; com 0 <ty < ty, existem e(u) > 0, y(p) > 0 tais
que, se parat =ty e para ¢ < e(p) a solug¢ao . (t) = (z(t),y:(t)) de (1) estiver no interior
de Ty, € se para t € [to, 1] tivermos y.(t) € K entdao ¢.(t) € T, para todo t € [ty,t1].
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TEOREMA 5.1 (Tikhonov). Suponha que a equagao (1) para (z,y) € U satisfaga P1 e
P2 e seja (xg,yo) € U tal que a solugao ¥ (t) da equagao de camada

= f(u,yo) u(0) = o

satisfaca limy_. ¥ (t) = ®(yo). Seja -(t) = (v.(t),y-(t)) a solu¢io de (1) com p.(0) =
(0,%0). Se para todo t € [0, 7] o ponto ®(y-(t)) for um equilibrio assimptoticamente estiel
da equagdo de camada (3) entao para todo t € [0, 7] tem-se que lim._q p-(t) = @o(t) onde
wo(t) € solugao da equagao reduzida (2)

y=g(z,y) r = ®(y).

Dado qualquer t; > 0 o limite acima € uniforme para t € [t1, 7] para a primeira coordenada,
e para a sequnda o limite € uniforme para t € [0, 7].

-

camada

FIGURA 4. Orbitas no teorema 5.1

Demonstragao:
Para t € [0, 7] fazemos a mudanca de escala ¢ = s como nos lemas 4.3 ¢ 4.4 para obter
V(5) = pe(es) com s € [0,e7] e lim._g1.(s) = (1(s), yo) uniformemente em s, onde 1)(s) é
solugao da equacao de camada

u' = f(u,0) u(0) = o
isto é, para todo p > 0 e s > 0 existe go(p) > 0 tal que se € < go(p) e s € [0, so] entao
(4) [¢:(s) = (¥(5), 90)| < ¥(1)/2

para o y(u) do lema 5.1.
Por hipétese limg_.o ¥0(s) = ®(yo), logo existe s > 0 tal que se s > sy entao

(5) |1(s) — ®(yo)| < v(w)/2.

De (4) e (5) conclui-se que se € < gg(1) para s = s¢ temos

[Ve(s0) — (@(0), yo)| < v(k)

e portanto que p.(esg) € Tv(u)- Pelo corolério 5.1 conclui-se que para t € [esg, 7] tem-se que
©:(t) € T, ja que por hipdtese y.(t) € K para estes valores de t. Com isto mostramos que
©:(t) se aproxima da variedade lenta, uniformemente para t € [es(, T].
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Para mostrar que y.(t) se aproxima da solucao da equagao reduzida (2) consideramos
we(t) = z.(t) — P(y-(t)) e sabemos que lim._ow.(t) = 0 uniformemente para t € [es, T].
Também ja mostramos que lim._qy-(£59) = yo € como

dy:(t)
;t = g(xa(t)a ya(t)) = g(q)(ya(t)) + wa(t)a ya(t))
entdo quando € — 0 a fungao y.(f) vai se aproximar da equacao diferencial limite, com as
condigbes iniciais limite, isto é lim._oy:(t) = yo(t) uniformemente para t € [eso, 7| onde
yo(t) é solugao de

y=9((2(y),y) y(0) = yo
que ¢é equivalente a equagao reduzida. Para ¢ € [0, s0] ja vimos em (4) que lim._¢ y-(t) = yo
uniformemente, logo este intervalo nao estraga a convergéncia uniforme.
Finalmente escrevemos z.(t) = ®(y.(t)) + w(t), o que permite ver que lim. oz (t) =
®(yo) uniformemente para t € [esg, 7). O



CAPITULO 6

Orbitas periddicas, bifurcagao e estabilidade

1. Bifurcagao de Hopf

A perda de estabilidade de um ponto critico acompanhada da criacao de uma Orbita
fechada estavel é um fenémeno verificado em familias a um parametro de campos de vectores,
sempre que certas condigoes sao satisfeitas.

EXEMPLO 1.1. Variante da equacao de van der Pol:
i+ (2 — i +z=0

Para © € R, a origem, tnico ponto singular, é assimptoticamente estavel, para yu = 0 é
ainda assimptoticamente estdvel (como se pode mostrar usando o teorema de LaSalle), mas
para i € RT é instavel; usando o teorema de Liénard, verifica-se que existe um tnico ciclo
limite assimptoticamente estavel. Em coordenadas (z, &, 1) teremos a figura 1.

Ficura 1

Para a equacao linear & — put + x = 0 a situagao seria como na figura 2.

y

()
w

FIGURA 2

A primeira figura pode interpretar-se como uma deformacao da segunda, com o plano
1 = 0 das orbitas fechadas a transformar-se numa superficie proxima de um paraboldide.
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Ao fenémeno de aparecimento de um ciclo limite assimptoticamente estavel e um ponto
singular instavel a partir de um ponto critico assimptoticamente estavel, da-se o nome de
bifurcacao de Hopf.

TEOREMA 1.1 (Hopf). Seja v(zx, p) um campo de vectores em R?, g € R tal que:
(1) Para p < po a origem € assimptoticamente estdvel;
(2) Se au) € a parte real dos valores proprios, temos:

da

a(po) =0 @(uo) >0

(3) Para p = po a origem € assimptoticamente estdvel,

Entdo existe ¢ € RT tal que se p €]pg, o + €[, o campo de vectores tem um ciclo limite
assimptoticamente estdvel.

Se o teorema acima é aplicavel ao campo de vectores —v, obtemos um outro tipo de
bifurcagao de Hopf, a que corresponde a figura 3: a origem ¢é instavel quando p < pg
(de facto assimptoticamente estdvel para o campo de vectores —v) e quando g > pg é
assimptoticamente estavel; existe ¢ € R tal que se p €], 1o + €[, 0 campo de vectores tem
um ciclo limite instavel (assimptoticamente estavel para —v).

<

FiGura 3

Desenhando sé os pontos singulares assimptoticamente estaveis, e o lugar geométrico das
orbitas fechadas, com trago continuo representando estabilidade e tracejado instabilidade,
teremos os esquemas da figura 4.

I
-

~~a o

FiGuURrA 4

A determinacao da estabilidade assimptotica de v ou —v quando p = g € um problema
complicado se nao é possivel uma aplicacao natural do método directo de Liapunov. Nesses
casos ¢é 1til o seguinte resultado:
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TEOREMA 1.2. Supondo que:

(1) Para p < po a origem € assimptoticamente estdvel;
(2) Se au) € a parte real dos valores proprios, temos:

da
=0 — >0
a(po) dp )
(3) A parte linear de v estd na forma candnica de Jordan, e:
I = |B(po)] ('Uill + Uiy + Vi + Ugm)

1 2 1 2 11 2 9 11 2 9
+ (U11U11 — UggUp — Uy Vg T+ UpUiy — VjgUsy + U22U12) # 0

onde B(uo) € a parte imagindria do valor proprio e:
; 83% : 82%
’UZ = 0’ s ’Uz = 0’
gkl 8xj8xk8:cl( o) gk 8xj8:ck( Ho)

Entao se I <0 e pu €]pg, o +€[, 0 campo de vectores tem um ciclo limite assimptoticamente
estdvel, e se I >0 e pu €|y — &, o[, 0 campo de vectores tem um ciclo limite instdvel.

Note-se em particular que I < 0 prova que o ponto critico é asimptoticamente estével
para p = . A outra situacao, I > 0, corresponde a figura 3.

Na aplicagao do teorema de Hopf podemos considerar a dimensao maior que 2, desde que
todos os valores préprios, a excepcao dos dois complexos conjugados com parte real zero em
causa, tenham parte real negativa. Existe ainda um indice I cujo sinal determina o tipo de
bifurcacao, tal como para n = 2 embora as férmulas correspondentes sejam bastante mais
complexas.

EXEMPLO 1.2 (Regulador de Watt). As equagoes:
o =

. b
v = n*w’senycosyp — gsenp — —1
m

w = jcosgo—j

podem transformar-se, usando:

p=ux1, P =,/g1, WZ\/%% t=49gT

e:
b _nk _F
fy - m7 X - Jg’ p - k
em:
Lt‘l = X2
iy = (senxjcoswy)rs —senx; — YTy
3 = x(coszy — p)

cujo ponto critico é (arccos p,0,1/,/p). A condicao de estabilidade pode agora escrever-se
como:

¥ > e = 2xp"?
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Vejamos agora o que acontece quando vy passa abaixo de 7.; no ponto 7, os valores préprios
sao dados por:

) 1
A1 2(ve) = Fiwg = il(; o2 Na(ve) = =7

como se pode ver comparando A* +vA* 4 (1/p — p)A + 2x,/p(1 — p*) = 0 com a equagao de
raizes +iwy e —7., ou seja, A% + Y A2 + Wi + Ywd = 0.
Derivando a equacao caracteristica em ordem a =y, obtemos:

-1
£ (105(3))

d\ 1+iv./wo d\
— (7)) = — , Re—(v.) <0
)= T ey RO

Calculando I(x, p) verifica-se que existe po(x) tal que I(x,po(x)) =0 e p < po(x) =
I<0,p>po(x)=1>0.

Como no ponto critico estd envolvido arccos p, por razoes fisics sé interessa p €]0, 1[, e o
grafico de py é o representado na figura 5.

e portanto:

FI1GURA 5

Concluimos que se se verificar x > 1, ou se o angulo de equilibrio ¢* for maior do que
arccos po(0) = 39.3, a perda de estabilidade do ponto critico é uma bifurcagdo de Hopf para
uma 6rbita periddica estavel, correspondendo a figura 4 b), caso contrario a situacao sera a
da figura 6, em que a 6rbita periddica é instavel. A bifurcagao ocorre quando v = ..

FI1GURA 6

No caso da figura 6, ainda havera estabilidade (num sentido pratico) para valores de =y
menores que 7., ja que a érbita periddica é estavel e de pequena amplitude; no outro caso,
ainda para valores acima de ., havera perda de estabilidade, quando a érbita periddica
instavel estd muito perto da origem e o dominio de atrac¢ao do ponto critico é demasiado
pequeno para as possiveis perturbacoes.
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2. Estabilidade de 6rbitas periddicas

Seja v uma érbita fechada do campo de vectores v : U — TU; v é assimptoticamente
estavel se, dado um aberto V; C U com v C Vj, existir V5, C V; aberto, tal que:
(1) yCVy
(2) p(t, Vo) C V4, para todo t € R
(3) d(p(t,x),y)) — 0 Va € Vs, isto é: para todo z € Vs, w(z) = 7.
Esta definicao vem precisar melhor a nocao de estabilidade referida a propdsito de ciclos
limites. Em particular, o ciclo limite da equacao de Liénard é assimptoticamente estavel.
O ponto z € U tem periodo assimptético T € RT se |o(t + T, z) — ¢(t, )| — 0 quando
t — +o00. Isto é, o ponto & comporta-se, para t suficientemente grande, como se tivesse um
periodo igual a T.

TEOREMA 2.1. Seja v uma orbita fechada periddica de periodo T e assimptoticamente
estavel; existe uma vizinhanca V- de v contida em U tal que todos os pontos de V' tém periodo
assimptotico T'.

Demonstracao:
Seja V' = V5, referido na definicao de estabilidade assimptética, sendo V; = U. Fixemos
zg € V e e € RT. Pela continuidade de ¢(t,z) em (¢, z), existe § €]0,¢/2[ tal que, se y € v
e |lx—y| < dentdo |p(T,z) —p(T,y)| = |o(T,z) —y| < /2. Como d(p(t,z0),7) — 0, existe
to € R" tal que para cada t > ¢, existe z € 7 tal que |p(t,z9) — 2| < J e nesse caso

9
lo(t + T, x0) — @(t, o) < (T, @(t, x0)) — 2| + |2 — @(t, z0)| < 5T d<e

ou seja d(p(t+ T, xg), p(t, x9)) — 0. O

Seja agora v uma curva fechada e 0 € 7; construimos em 0 uma secgao local S. Existe uma
vizinhanga de V' de 0 e uma tnica fungao 7 : V — R, de classe C*, tal que ¢(7(z),z) € S
para todo z € V e 7(0) = T, onde T é o periodo de v. Podemos definir g : SNV =
Sy — S como funcio C* por g(x) = ¢(7(x),x); a fungao g é a aplicagao de Poincaré.
O comportamento das solugoes préoximas de v pode ser estudado observando as imagens
sucessivas ¢(zo), 9(9(x0)), - .., g"(xg), ... de pontos xy préximos de 0.

TEOREMA 2.2. Seja zg € Sy tal que g"(xo) estd definida para todon > 0 e que g™ (xo) —
0; entao d(¢(t,x0),v) — 0, quando t — +oc0.

Demonstragao:
Seja x, = ¢"(xo); como x,.; estd definido, z,, € Sy. Pela continuidade de 7, z, — 0 =
7(z,) — 7(0) = T, e portanto existe r = sup{|7(x,)|,n € N}. Por continuidade |o(t, x,) —
©(t,0)] — 0 uniformemente para ¢ no intervalo compacto [0, 7]; dado ¢t € Rt podemos sempre
escrever o(t,zg) = (s, x) com s € [0,r], onde s e k dependem de t. Por outro lado

d(o(t, z0),7) < [(t, o) — (s,0)| = [p(s, 1) — @(s,0)]

e como k — 400 quando t — +00 e s se mantem em [0, 7], d(y(t, o), y) tende para zero. O

Para podermos tirar mais resultados do estudo da aplicagao de Poincaré, é natural estu-
darmos, para cada x € Sy, o conjunto {¢"(z), n € N}.
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Um sistema dinamico discreto é uma funcao ¥ : U — R", onde U é um aberto de R";
quando U # R™ é possivel que W2 nao esteja definida para todos os pontos de U.

Se considerarmos como 6rbita de z € U o conjunto {U"(x),n € Ny (quando definido) },
vemos que o andlogo de posi¢ao de equilibrio para um fluxo é um ponto fixo z = ¥(x). Um
ponto fixo xy de ¥ diz-se (assimptoticamente) estavel se qualquer vizinhanga V; de xy contém
uma outra vizinhanga V5 de xg tal que U"(V2) C V3,Vn € Ny (e ¥"™(x) — xo, Yz € V3).

Comecaremos estudando o caso em que W é linear o que implica que a origem é sempre
um ponto fixo. Recordamos que o espectro de um operador linear A : R® — R", denotado
por o(A) é o conjunto dos seus valores préprios, ou seja, das raizes reais ou complexas do
polinémio caracteristico de A.

TEOREMA 2.3. Seja A : R® — R"™ um operador linear; entdo as trés proposicoes
sequintes sao equivalentes:

(1) A € uma contracgao, isto €, exriste uma norma || || em R tal que ||Azx| < ullz],
com p € [0,1]

(2) o(A) € B(0,1) C C, isto €, os valores préprios de A tém mddulo menor que 1.

(3) A"z — 0.

TEOREMA 2.4. Seja xg um ponto fixo do sistema dinamico discreto V definido em U; se os
valores proprios de OV /0x(xy) sGo menores que 1, em valor absoluto, xy € assimptoticamente
estavel.

Demonstracao:
Podemos tomar xy como a origem em R", e construir uma norma || || tal que:
ov
—O)z|| < pllz|, 0<pu<l1
% O < plall. 0 <

Par cada € > 0 existe uma vizinhanca V' de 0 onde:

[ ¥(a)] < ’

()~ 20y

<
—(0)a] <<l

portanto

v
%;@ﬂ +elle]l < pllzll + el

e se escolhermos € de modo que v = p+ ¢ < 1, temos ||¥(x)| < v|z|. Seja Vi uma
vizinhanga de 0, V; C U; tomamos 6 € R* suficientemente pequeno para que Vo = {x €
R" ||z < 6} € VNVi. E claro que ||¥"(z)|| < v"||z|| e portanto z € Vo = ¥ (z) € Vo C Vi
para n € Ny; para além disso ||[U"(x)|| — 0, ou equivalentemente U™ (z) — 0. O

TEOREMA 2.5 (Andronov-Witt). Seja g a aplicagdo de Poincaré de um campo de vectores
v de classe C*, k > 1, para uma seccdo local S por uma curva integral fechada 7. Se
0(0g/0x(0)) C B(0,1) C C, entdo vy € assimptoticamente estdvel.

Demonstracao:
Seja V7 uma qualquer vizinhanca de v, e N C V; uma vizinhanca de v tal que se x € N e
t €] — 2T, 27| entao ¢(t,z) € Vi. Se H é um hiperplano contendo a sec¢ao local S, existe
em H uma norma || || e uma vizinhanca W C S de 0 tal que:

lg(@)[| < pllzll,  pel0,1], zeW
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Tomamos ¢ € R* suficientemente pequeno para que a bola Bs em H esteja contida em
NNWer(x)<2T sex € Bs.

Definimos Vo = {¢(t, )|t € RY, x € Bs}; V, é positivamente invariante e V5 C V;:

Se y € V3, existe t € RT e x € B; tais que ¢(t,2) = y; t pode ser escolhido sempre em
[0,2T], bastard substituir x por ¢"(z) com n > 0 conveniente (figura 7).

y

FIGURA 7

Como nesse caso x € Bs e 7(x) < 2T, vird y = ¢(t, ) € V4, pela definigao de § e N; isto
é, Vo C V1.

Por outro lado, d(¢(t,y),v) — 0 ja que ¢(t,y) = ¢(t +t,x), e podemos aplicar o teore-
ma 2.2. O

TEOREMA 2.6. Com a mesma notacao do teorema 2.5, seja H o hiperplano correspon-
dente a sec¢ao local S; se H € invariante para 0p/0x (T, 0), entao dg/0x(0) = dp/dz(T,0) ‘H

Demonstragao:
Pela definigao de g, temos g(x) = ¢(7(x),x) com x € Sy, um aberto de S contendo a
origem. Seja h ortogonal a H e G(t,x) = h - ¢(t,z); sabemos que 7 é definido a partir de
G(r(z),z) =0, 7(0) = T, usando o teorema da funcao implicita, e portanto:

or oG 10G oG (%)

R — - 1 L
O 0) = =2 1,07 2,0 = - T, 0)h- 22,0
Como H ¢ invariante, 0p/0x(T,0)H = H e entdo:
¢
h- 21,0, =0
isto é, Or/0x(0) = 0 quando x € S C H. Por outro lado,
dg &0 dp or Op
20 = g DO g+ 5 (1052 (0) = 50 (1 0)

Se consideramos a aplicagao d¢/0x(T,0), vemos que tem sempre um valor préprio A = 1,
ja que:

(T, o(t, 7)) = plt,2), © € 7 = 22(T,0)0(0) = v(0)

Oz
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Por outro lado, os valores proprios sdo independentes do ponto x € v: se x = ¢(t,0) com
t € [0,7], entdo:
QP(T> 0) = SO(_ta QO(T, (p(ta 0)))
e portanto 5 5 5 5
¥ ¥ -10%¥ ¥
Ee (T,0) = % (t,0) Ee (T, x) % (t,0)
E facil verificar que a matriz de 0g/0x(0) é semelhante a da derivada de qualquer outra
aplicagao de Poincaré correspondendo a mesma érbita.
Uma 6rbita fechada v é um atractor periddico se, para z € U tal que d(¢(t,x),v) — 0,
existe um unico ponto z € 7 para o qual d(¢(t, ), ¢(t,z)) — 0. Cada ponto préximo de ~y
tem nesse caso a mesma evolucao no limite que um certo ponto de .

TEOREMA 2.7. Nas condicoes do teorema 2.5, v é um atractor periodico.

Demonstragao:
Tomando x € S suficientemente préximo de 0, x,, = ¢(nT, ) estd definido para todo n € Ny
e temos o(nT,z) = ¢(t,, g"(x)) com t, =t, 1 +7(9" ' (z)) — T e ty = 0. Procedendo como
na demonstragao do teorema 2.5, temos ||g(x)|| < v|[z| com v < 1, e como T tem derivada
nula na origem, vem |t, — t,_1| < ¢l|lg" (z)|| < ev" Y|z|| para qualquer e positivo desde
que ||z|| seja suficientemente pequeno.

Entao, como ty = 0, temos:

tn = Z ti —tie1
i=1

e a sucessao 1, converge para algum s € R, porque a série Y ", |t; — t;_1| ¢ dominada por
uma série geométrica de razao positiva v < 1. Resulta que z,, — 7(s,0) e portanto v é um
atractor periddico. O



CAPITULO 7
Persisténcia de pontos de equilibrio e 6rbitas periédicas

Iremos retomar e aprofundar aqui alguns resultados discutidos no final do Capitulo 2.

Dois campos de vectores v; e vy de classe C*, definidos respectivamente em U; e U,
abertos de R", sao C" conjugados, com r < k, se existir um difeomorfismo h : Uy — Us,
de classe C", tal que po(t, h(x)) = h(p1(t,x)). Se r = 0, h serd um homeomorfismo, e a
conjugacao diz-se topoldgica.

Seja xy um ponto de equilibrio de v, definido em U; xq diz-se hiperbdlico se todos os
valores préprios de dv/0x(zg) tém parte real ndo nula, e o indice de estabilidade de z( é o
nimero de valores préprios com parte real negativa.

Designamos por W#*(xy) o conjunto dos pontos = € U tais que ¢(t,x) — xy quando
t — +oo; W"(zg) é definido de maneira andloga com t — —oo. Adiante estas defini¢oes
serao usadas para x € V, onde V é uma vizinhanca de xy. J4 tinhamos enunciado o resultado
seguinte:

TEOREMA 0.8 (Hartman-Grobman). Seja zq um ponto de equilibrio hiperbdlico de v :
U — TR", de classe C* com k > 1; existem vizinhancas V de o e W de 0, V C U, tais
que v|,, ¢ topologicamente conjugado de 8@/8:c(x0).x‘w.

Assim, na vizinhanca de um ponto de equilibrio hiperbdlico, o campo de vectores comporta-
se topologicamente como a sua aproximacao linear.

Sejam E" e E* os subespagos invariantes da aproximacao linear de v em xg corre-
spondentes a valores préoprios com parte real positiva e negativa respectivamente, com
E*@® E°* =R". A dimensao de E*(z) é o indice de estabilidade de .

Entao numa vizinhanga V' do ponto de equilibrio hiperbdlico xg, os conjuntos W*(xq)
e W#(xq) sdo superficies de classe C*, cujos espacos tangentes em x( sdo respectivamente
E"(x¢) e E*(z9). O comportamento de v sobre E%(z) e E*(x¢) ¢ topologicamente conjugado
ao comportamento da aproximagao linear sobre E* e E* (figura 1).

wl ES

WS

Ficura 1
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Podemos obter resultados andlogos para o comportamento do fluxo na vizinhan ca de
uma 6rbita fechada hiperbdlica, isto é, tal que a aplicacao de Poincare s6 tem valores proprios
diferentes de 1 em valor absoluto.

Os conjuntos W*(~y) e W#(~y) sao definidos como previamente para pontos de equilibrio;
sendo Ej(z) (respectivamente Es(z)) o subespaco invariante da derivada da aplicagao de
Poincaré de v em x correspondendo aos valores préprios de médulo maior (menor) que 1,
definimos E*(x) (E*(x)) como a soma directa de E;(z) (Es(z)) e do subspago gerado por
v(x).

A dimensao de E*(x) é o indice de estabilidade de . Entdo numa vizinhanca V' da
6rbita periédica hiperbélica v, os conjuntos W*(y) e W*(v) sao superficies de classe C*,
cujos espagos tangentes em x € 7 s@o respectivamente E%(z) e E*(x) (figura 2).

WS

.

F1GURA 2

Vamos agora estudar a persisténcia de certas propriedades em familias de campos de
vectores v(x, o) dependendo de forma C* de um parametro o € R®.

TEOREMA 0.9. Seja v como acima e xog € U, ag € R® tais que v(xg, ) = 0 e
Ov/0x(xg, ) nao tem wvalores proprios nulos. Eziste uma vizinhanca V' de ag em R® e
um aberto W de U contendo xq tal que, se « € V, v(., ) tem um dnico ponto de equilibrio
z(a) em W, com x(ag) = xo. Se x¢ for hiperbdlico, entdo x(a) tem o mesmo indice de
estabilidade de xq.

Demonstragao:
Se todos os valores préprios sdo nao nulos, isso quer dizer que dv/0x(zg, o) é nao singular
e a primeira parte da tese resulta da aplicacao do teorema da funcao implicita a equacao
v(z,a) = 0 na vizinhanga de (xg, ag). Por outro lado, como a parte real dos valores préprios
varia continuamente com os parametros, o seu sinal mantem-se. O

No conjunto dos campos de vectores em U, interpretados como fungoes de U em R",
podemos definir uma norma, e consequentemente uma métrica e uma topologia, através de:

ov
o]l = sup {|v<x>|, }
xeU

—(x

5 %)
Para que a norma acima esteja bem definida é preciso fazer mais hipdteses sobre v, a mais
simples é que os campos de vectores em causa estao definidos num aberto U’ C R" e que o
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fécho de U é um subconjunto compacto de U’. Neste caso é possivel provar uma versao mais
geral do teorema 0.9:

TEOREMA 0.10. Seja xo um ponto de equilibrio hiperbolico de um campo de vectores v;
existe uma vizinhanga V' de v e um aberto W de U contendo xq tais que, se v’ é um outro
campo de vectores em V', v tem um tnico ponto de equilibrio em W, hiperbdlico e com o
mesmo indice de estabilidade de xg.

Podemos obter resultados analogos para érbitas fechadas:

TEOREMA 0.11. Seja g a aplicagao de Poincaré correspondente a uma secc¢ao local de
Yo; se 0s valores préprios de 0g/0x(xg, ap) sdo todos diferentes de 1, existe uma vizinhanga
V' de oy e uma vizinhanga W de vy tais que para o € V, v(.,a) tem uma drbita fechada
v(a) C W com y(ag) = 0. Se o for hiperbdlica, o indice de estabilidade de v(cv) é 0 mesmo
de 7.

Demonstragao:
Aos pontos fixos de g(z,«), tomada como fun¢ao de z, ou equivalentemente, as raizes de
U(z,a) = x — g(z, ), corresponde uma érbita periédica do campo de vectores v( ., «); por
outro lado a condic@o sobre os valores proprios significa que o jacobiano de W (com respeito
a ) é nao singular no ponto (xg, ap). O teorema resulta agora da aplicacao do teorema da
funcao implicita, como na demonstracao anterior. O

Tal como no caso de pontos de equilibrio, é possivel provar uma versao mais forte deste
teorema:

TEOREMA 0.12. Seja g a aplicagao de Poincaré correspondente a uma sec¢ao local de ;
se os valores préprios de 0g/0x(xg) tém mddulo diferente de 1, existe uma vizinhanga V' de
v e uma vizinhangca W de ~y tais que todos os campos de vectores v' € V tém uma orbita
fechada v C W com o mesmo indice de estabilidade de .



