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Resumo

Neste texto, pretendemos abordar brevemente a dindmica perto
de ciclos e redes heteroclinicos, os quais ocorrem robustamente, por
exemplo em equagdes diferenciais com simetria. Consideramos apenas
redes em variedades de dimensao 3 com nés em torno dos quais hé
movimentos em espiral das solugdes que passam perto (selas de rotagéo).
Apresentamos propriedades geométricas e robustas que surgem na
vizinhanca destas redes heteroclinicas e analisamos dindmica genérica
que pode ocorrer.

Introducao

Vamos estudar equagoes diferenciais auténomas do tipo & = f(x), com
x € M onde M é uma variedade diferenciavel 3-dimensional compacta e sem
bordo e f é um campo de vectores suave. O grupo de difeomorfismos a um
pardmetro ® : R x M — M tal que f(z) = %—T(t,x)\tzo designa-se por fluzo
associado & equagao & = f(z). Basicamente, o campo de vectores f indica o
vector velocidade em 0 da curva ®(t,z) (xo € M).

Dada uma equacao diferencial, em geral, nao é facil determinar expli-
citamente o fluxo que lhe estd associado. No entanto, existem diversas
técnicas algébricas e geométricas que nos permitem estudar qualitativamente
a dindmica associada e uma delas é o uso de simetria.

LA investigacio levada a cabo por todos os autores, membros do Centro de Matemética
da Universidade do Porto (CMUP), teve apoio financeiro da Fundagao para a Ciéncia e a
Tecnologia (FCT), Portugal, através dos programas POCTI e POSI, com fundos nacionais
e da Unido Europeia. A. A. P. Rodrigues foi apoiado financeiramente pela FCT através da
bolsa de doutoramento com referéncia SFRH/BD/28936/2006.
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2 DINAMICA PERTO DE REDES HETEROCLINICAS

No caso de campos de vectores equivariantes sob a accdo de um grupo
de simetrias, estas, para além de facilitarem frequentemente o estudo da
dindmica, favorecem o aparecimento de ciclos e redes heteroclinicos robustos
entre conjuntos invariantes pelo fluxo. Neste texto, esses conjuntos invariantes
serao pontos de equilibrio ou solugbes peridédicas nao triviais. Para além
disso, supomos que os valores proprios da linearizagdo do campo de vectores
f nos pontos de equilibrio e que os expoentes de Floquet associados a cada
solucao periddica tém parte real nao nula.

Denotando por d a métrica riemanniana, para cada conjunto invariante &
definem-se os conjuntos,

WHE) = {we M: lim_d(®(t,2),€) = 0}

W) = o e M lim_d(@(t.x).) = 0},

0s quais possuem estrutura de variedade diferencidvel e sdo designados
de variedades invariantes, respectivamente estdvel e instdvel, associadas a
£. Os casos mais interessantes dizem respeito a conjuntos invariantes &
tais que W#(&) # {&} e WH(&) # {£}, os qualis irdo ser designados por selas
invariantes. Dadas duas selas invariantes &; e £41, se W*(§;)NW*(&j41) # 0,
dizemos que existe uma ligagao heteroclinica de §; para {;11. No caso de
dim[W*(&;) N W#(&41)] = 1, essa ligagao heteroclinica corresponde a uma
unido de curvas solucao do sistema inicial que se aproximam de &; no passado
e de &1 no futuro.

Estamos interessados no estudo de ciclos heteroclinicos, os quais tém
defini¢gbes mais ou menos formais na literatura. Informalmente, um ciclo
heteroclinico é dado pela unido de um conjunto finito ordenado de selas

invariantes A = {&;,7i = 1,...,n} tais que existe um ciclo de ligagdes hetero-
clinicas entre elas, isto é, existe uma ligacao heteroclinica de §; para §;41,
para todo j =1,...,n—1 e de &, para £&;. Quando sé ha uma sela, o ciclo é

chamado de homoclinico.

Uma rede heteroclinica corresponde a uma unido conexa de ciclos hetero-
clinicos, de modo que, para qualquer par de selas & e {; na rede, existe uma
sequéncia de ligagoes heteroclinicas que as unem (veja-se exemplo de uma
rede numa 2-esfera na figura |l (a)).

Um ponto de equilibrio py (do tipo sela) tal que df(py) tem valores
proprios complexos nao reais diz-se uma sela-foco. Em qualquer vizinhanga
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de uma sela-foco ou de uma solugdo periédica nao trivial, solugoes proximas
tendem a enrolar em torno da sela, razao pela qual estas selas vao ser
designadas por selas de rotacao.

1 Ciclos em que nenhuma das selas é de Rotacgao

Um aspecto absolutamente notavel é que, genericamente, a dindmica
em torno de uma rede homo ou heteroclinica pode ficar completamente
determinada pelo estudo dos valores préprios nao nulos de df(&;) (i =
1,...,k).

Quando se trata de um ciclo heteroclinico onde as ligagdes heteroclinicas
estdo contidas em subespacos invariantes e onde o produto dos médulos dos
valores préprios contractores (com parte real negativa) é maior do que o
produto dos valores préprios expansores (com parte real positiva), trajectorias
arbitrariamente perto do ciclo aproximam-se dele, seguindo as ligagoes na
sequéncia induzida pelo ciclo, no¢do a que vulgarmente se chama estabilidade
assimptdtica (Krupa e Melbourne [7]). Neste contexto, dada uma trajectéria
perto do ciclo, o tempo que esta passa perto de cada sela vai aumentando
em progressao geométrica e a razao desta progressao s6 depende dos valores
préprios da linearizagdo do campo de vectores nos equilibrios. Esta nocao é
naturalmente generalizdvel para redes.

A questao que se coloca é a seguinte: se uma rede for assimptoticamente
estavel, podera haver um ciclo preferido para a convergéncia das trajectorias?
Noutros termos, se uma rede for atractora, poderd existir um ciclo que atraia
quase todas as trajectorias (nogao habitualmente conhecida por estabilidade
assimptotica essencial)?

Depois de vérias conjecturas reforcando a possibilidade afirmativa de
resposta, a pergunta acima é, generica e afirmativamente respondida em
1998, por Ashwin e Chossat [4], no contexto de ciclos homoclinicos, usando o
Lambda Lema Forte estudado por Bo Deng [5] El O requinte da demonstracao
de Ashwin et al reside no facto dos autores conseguirem caracterizar o ciclo
atractor, como sendo o ciclo associado as direcgOes instaveis mais fortes
(ligagoes que sdo tangentes aos vectores préprios cujos valores associados
estdo mais afastados de 0) — ver figura [1| (b). Neste contexto, a existéncia
de um ciclo atractor nao é incompativel com a ocorréncia de comportamento
transiente aparentemente cadtico.

20 resultado de Deng [5] é mais geral do que dimensio 3.
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4 DINAMICA PERTO DE REDES HETEROCLINICAS

Em dimenséao 3, em redes com nenhuma sela de rotagdo e sem transversa-
lidade entre variedades invariantes, a dindmica perto delas afigura-se pouco
rica. No entanto, se pelo menos se admitir que uma das selas é de rotacao,
num trabalho pioneiro, L.P. Shilnikov [I1] mostrou que a dindmica podera
ser bastante mais complexa, devido ao espiralamento das solucbes que as
selas forgam.

2 Ciclos em que todas as selas sao de Rotacao

Em 1965, Shilnikov [I1] estudou uma ligacdo homoclinica associada a
uma sela-foco, com valores préprios o e —p +iw (onde o, p > 0) e constatou
que:

e se 0 > p, existe um ferradura (conjugada a um ndimero infinito de
simbolos) suspensa nao uniformemente hiperbélica perto da ligacao;

e se 0 < p, a ligagdo homoclinica é atractora.

Em 1984, Tresser [12], melhorou o resultado de Shilnikov no caso de
o > p, afirmando que as ferraduras suspensas estao ligadas, no sentido em
que nao existe uma isotopia capaz de as desconectar. Pumarino e Rodriguez
[9], estudaram o caso ressonante (0 = —p) e provaram a coexisténcia de
varios atractores do tipo Hénon na vizinhanca da ligacdo homoclinica.

Em 1980, P. Holmes [6], provou que se pyp é uma sela-foco com duas
ligacbes homoclinicas simétricas, entdo perto da rede existe um conjunto
invariante topologicamente conjugado ao conjunto {1,2}N de sequéncias de
dois simbolos, com a seguinte dindmica surpreendente: se codificarmos cada
uma das ligagbes com o ntmero 1 e 2, entdo para cada possivel sequéncia
de simbolos (z;)ien € {1,2}N, existe uma trajectéria (solucdo da equagio
diferencial) que segue de perto as ligacoes pela ordem da sequéncia dada (ver
figura 1] (c)).

Esta possibilidade de sombreamento de redes heteroclinicas abriu caminho
a uma linha de investigacao no ramo dos sistemas dinamicos: o da procura de
solugoes que seguem de perto uma dada sequéncia infinita pré-determinada de
ligacoes na rede (fenémeno ao qual desigaremos por comutagao heteroclinica).

Numa rede mergulhada numa variedade de dimensao 3, conjectura-se que
existe comutacao heteroclinica se e s6 se os nds da rede sao selas de rotacao
e se as variedades invariantes das selas se intersectam transversalmente
(quando possivel). A suficiéncia foi provada em Aguiar, Castro e Labouriau
[1], em 2005, no caso em que os nds sao selas-foco e por Aguiar, Labouriau e
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Rodrigues [3], em 2009, no caso em as redes envolvem os dois tipos de nodos
de rotagdo. Mais concretamente, em [3] prova-se:

Teorema: Se X for uma rede heteroclinica de nodos de rotacao, satisfazendo
a

Condig¢io de Transversalidade: se dimW*(§;) > 1 e dimW*(&41) > 1
entdo W*(&;) intersecta transversalmente W*(&;41) (ver figura |l (d)),

entdo ¥ exibe comutacado heteroclinica e, arbitrariamente perto da rede,
existe uma ferradura suspensa hiperbélica.

A prova deste resultado assenta na construcio de secgdes transversais
ao fluxo junto da entrada e da saida de vizinhancas das selas e no estudo
da geometria da aplicacdo de primeiro retorno a uma seccdo fixada. A
rotagao induzida pela parte complexa dos valores préprios e/ou pelas solugoes
periddicas fazem com que o retorno de dado um segmento com medida finita
seja alvo de uma expansao.

Os resultados de Aguiar et al [1I, B, [I0] garantem ainda a existéncia de
um conjunto hiperbdlico invariante suspenso na vizinhanca da rede.O estudo
deste tipo de atractores estranhos durante alguns anos nao foi alvo de uma
tao grande atencao como foi o atractor de Lorenz, porém recentemente tem
surgido o interesse do seu estudo por vérios autores (Pacifico, Rovella e Viana
).

Em questdes relacionadas com astrofisica e no contexto do problema dos
trés corpos, para além de sabermos se existem solugoes que seguem uma dada
rede, interessam as voltas em torno das selas de rotagdo. Este problema tem
particular aplicabilidade no caso de érbitas de cometas em torno de corpos
com grandes massas. Assim, coloca-se uma nova questao: dado um ciclo, seréd
possivel controlar o niimero de voltas em torno de nodos de rotacao? Mais
formalmente, dada uma sequéncia bi-infinita de nimeros naturais, existird
uma solugao do sistema que, & medida que segue o ciclo, vai dando niimero
de voltas em torno dos nds, associado & sequéncia dada? A este fenémeno
vamos chamar ciclicidade.

A resposta foi afirmativamente respondida por Rodrigues et al [10] no
contexto de ciclos em que as selas sdo trajectorias fechadas. Na demonstracao
do resultado é usada dindmica simbdlica, para provar que, dado um ciclo
associado a solugbes periddicas, existe uma infinidade ndo numeravel de
trajectorias que seguem o ciclo no passado e no futuro, e que podem ser
codificadas através de um ntimero finito de elementos. Um aspecto notavel é
que usando a mesma dindmica simbolica, é possivel provar a existéncia de
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6 DINAMICA PERTO DE REDES HETEROCLINICAS

uma infinidade de outras liga¢cdes homo e heteroclinicas entre qualquer par
de selas da rede. Esta construcdo permite, em particular, concluir acerca
da existéncia de um atractor robusto perto do ciclo contendo as variedades
invariantes de todos os nés do ciclo as quais, por sua vez, exibem ciclicidade
e formam um duplo carrossel cadtico.

(a) (b)
B

C

Figura 1: (a) Exemplo de uma rede com varios ciclos, numa 2-esfera; (b):
Exemplo de uma rede com dois ciclos, onde um dos ciclos é essencialmente
assimptoticamente estével; (¢): Rede homoclinica estudada por P. Holmes;
(d) Exemplo de uma rede com duas selas-foco e onde as variedades invariantes
se intersectam transversalmente (quando possivel).
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