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Motivagdo —
convecgdo

» Conveccdo de um fluido entre duas placas planares com
diferenca térmica.

» Busca de padrbes com simetria hexagonal.
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Motivagdo —
convecgdo

Buscar solugdes periddicas com simetria hexagonal.
Simetria — reduc3do da dimens3o.

>
>

» Simetria — forma normal.

» Simetria — existéncia e persisténcia de ligacdes.
>

Equilibrio trivial — rede heteroclinica (primeira
bifurcagdo).

Dinamica em torno da rede heteroclinica.

v
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Espaco central R® ~ C3.
Simetrias: [ = Dg x T? x Z5

Um s6 modo Equacdes em forma normal:
721 = Az + z(alzf + a|2)? + |z?)) + a3212° 232
Zy = An+ 22(81‘22‘2 + 32(‘21|2 + |Z3|2)) + 332_22_122_32
Z3 = Azz+ Z3(31|Z3|2 + 32(|21|2 + |22|2)) + 332_32_122_22

Equilibrios (x € R):

Nome Representante
R  Rolos (x,0,0)
H  Hexagonos (x,x,x)
T  Tridngulos (ix, ix, ix)
PQ Colcha de retalhos (x,x,0)

R3 (z; € R) é um espaco invariante.
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Colcha de retalhos PQ
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Curvas de nivel da componente vertical da velocidade no

plano médio horizontal
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Um sé modo

N

R PQ

Algumas ligacdes heteroclinicas para um sé modo em R3,
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Espaco central R¥? ~ C°.

Simetrias: = Dg x T2 x Z,
teracto de Equilibrios: os mesmos de um sé modo, para cada modo
modos (ij e R)

Nome Representante Simetrias
R, Rolos (x,0,0;0,0,0) O(2) x (Zs x Z»)
PQ, Colcha de retalhos (0, x, x;0,0,0) D, x Z¢
H, Hexagonos (x,x,x;0,0,0) D¢ x Z3
T, Tridngulos (ix, ix, ix; 0,0,0) D¢ x Z5
R»  Rolos (0,0,0;y,0,0) 0(2) x D4
PQ. Colcha de retalhos  (0,0,0;0,y,y) D2 x (Zs x Z5)
H, Hexagonos (0,0,0;y,y,y) D¢ x Z5
T,  Tridngulos (0,0,0; iy, iy, iy) D¢ x Z;

R® (zj,w; € R) é um espaco invariante.
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Interacdo de [R Z] .\. [R W]
modos

[PQ,] — > PQ,,]

[H,] — Hw]

(T,] — [Tyl

Ligagdes heteroclinicas que podem existir para dois modos
em C°.
A orientacdo das ligacdes depende dos parametros.
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Interagdo de

modos R6 = FIX(< 53 >)
Simetrias em R®: r= D3 x Zy x Zy = N((s3))/(s3)
subgrupo de [=Dgx T2 x Z;

vantagem: T ¢ discreto

problema: simetrias escondidas.
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Teorema
Para um conjunto aberto do espaco de pardmetros o sistema
em R® com interacdo de dois modos tem uma rede

heteroclinica persistente com a seguinte estrutura:
rede quociente [PQ Z]

)

[PQ,]l » z . . [PQy]
W ) 3) W

(@)

Ryl

onde [X] representa a drbita de X pelo grupo T .



Redes em

oneio  Rede quociente por [
I.S. Labouriau
Corolario
Para um conjunto aberto do espaco de pardmetros o sistema
em R® com interacdo de dois modos tem uma rede

heteroclinica persistente com a seguinte estrutura:
rede quociente [[PQ Z]]

)

(Rl o — s [[PQJ1=[[PQ]]
(©)

2

“lR]

onde [[X]] representa a drbita de X pelo grupo T.
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§e[X], nelY] com [X]—[Y]
nao quer dizer & —n

motves [X] — [Y] significa:
existem ¢ € [X], n € [Y] tais que £ — 7.

Um ciclo na rede quociente representa uma subrede
heteroclinica.

Um motivo para um ciclo heteroclinico na rede quociente é a
sequéncia de todas as ligagcOes que existem na rede até
chegar a um né simétrico do né inicial.
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[PQ,]

PO e Y . (G pel =D3x2ZyxZ

(n 3
‘I:Z) elemento de ordem 3
motivos

pZRW\
2 / ip2Rz
P
/ p Qw\ pr
2
\ _pZPQ /—P RW
W

\ o
-pR,

R

z

PR,

Todos os caminhos neste motivo sdo conjugados por I'.
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[PQ, ..(#. —_— [PQuy] ~
. p€el=D3x2ZyxZp
elemento de ordem 3

motivos .
[Ry]

p R\V\
J_rszZ
p’PQ
/ W\_pRW
Rz 2
\ 2~ /_P RW
-P PQW
\ ipRz
PRy

Todos os caminhos neste motivo sdo conjugados por [ ou
por uma simetria escondida.
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@ 2 2
Ml P YrP
Pl o= elementos de ordem 3

\}2/ emF:D3><Z2><Z2

iRyl
/ PR,
2 = 2
P PQ,, Y2 p PQ,
RZ
\ ~ 2
-’PQ, 2P PQ,
2
\ —p RZ

Os caminhos neste motivo estdo em duas " érbitas distintas.

2

motivos
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PQ,1

“)

resultados numéricos 04 .
’ [Ry]
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Xp ponto de ramificacdo de um campo em R":

X1
/
Xo — Xg (1)

N
X3

em torno de um né

Existe comutacdo no né Xg se para todo € > 0 e para todo
disco D"~ transverso a Xg — Xz

existirem pontos em D"~! que sombreiem Xg — Xi e

Xg — X5 a uma distancia ¢.

Proposicao

Em um motivo contendo as conexdes (1) entre nds
hiperbdlicos sempre ha comutacdo no ponto de ramificacdo
Xg.
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1S, Nefbmuen Xpg ponto de ramificagdo de um campo em R":

X1
/
XO — XB

N
X2

D,, disco de raio 7 transverso a Xo — Xz

eglies S, pontos em D, que sombreiam Xg — X a distancia ¢
L medida de Lebesgue em D,
Diz-se que a ramificacdo em Xpg segue essencialmente a
ligacdo Xg — X5 se para todoe >0

L)
"TO L(Dy)
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agulhas

Lema
Suponha que os autovalores em Xg satisfacam:

U < —13< -1 < - <0< pu < po
e que n3do tenham as ressonancias:

Vy = 21/1 V3 = 21/1 Vg = 21/1
[ %) e Vg = 21/3
vy =1» e Vg = V3 + 1

Entao a ramificagdo em Xpg segue essencialmente a ligacdo
Xg — X>.
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Linearizagdo C2 (Samovol) e

rede quociente
motivos V2 Va
resultados numéricos
JUELN
em torno de um né /
agulhas I’
estabilidade 1
!
/
/
!
/
!
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/ -
/ - €
-
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Xg ponto de ramificacdo de um campo em R":

X1
/
XO — XB

N
X2

agulhas

H& uma agulha em Xp se existir um caminho p(s) no espago
de parametros tal que

para s < 0 a ramificagdo em Xp segue essencialmente a
ligacdo Xg — Xi,

para s > 0 a ramificacdo em Xp segue essencialmente a
ligacdo Xg — Xo.

Lema

Se a ligagdo Xg — Xi for simétrica da ligagdo Xg — Xo
entdo ndo pode existir uma agulha em Xg.
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agulhas

Agulhas

Proposicao

Ha agulhas nas ligagcoes:

[PQW] [PQ]
/ —
[R:] e [PQw]
\ —
[PQW] [Rw]

Estas agulhas separam os trés ciclos da rede quociente.
PQ,]

-

J/ “@
[R,]

PQ) ex— % . — [PQu]

N

[Ry]
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Xo — Xp ligacdo em uma subrede = com agulha em Xp
D,, disco transverso a ligacao
L medida de Lebesgue em D,

S, C D,, pontos que sombreiam a subrede a distancia ¢ > 0
até alguma ligacdo vXy — 0Xg v, 6 €l
Definicao

estabilidade
A subrede ¥ é essencialmente estdvel se para toda ligacdo
com agulha e para todo € > 0 suficientemente pequeno

- L(Sy) _
S T(Dy)
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Xo — Xp ligacdo em uma subrede = com agulha em Xp
D,, disco transverso a ligacao
L medida de Lebesgue em D,

T,, C D, pontos com trajetdrias que tendem para ¥ quando
t — o0.
Definicao

estabilidade

A subrede ¥ € essencialmente assintoticamente estdvel se for
essencialmente estavel e se para toda ligacdo com agulha

i L(Ta) _
0 L(Dy)
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Teorema

Existe um conjunto aberto ndo vazio de pardmetros para o

qual as duas subredes C1» e (>3 coexistem e a subrede Cip €

essencialmente assintoticamente estavel em R®. O mesmo
e vale para a subrede Cy3.
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Conjunto aberto de pardmetros:
» desigualdades para coexisténcia dos ciclos;
» desigualdades para agulha apontando para a subrede;

estabilidade » desigualdades para estabilidade essencial (a seguir).

N3o vazio — basta encontrar um ponto.
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Xj né do ciclo quociente
P; plano contendo X; — Xji1

Autovalores em Xj, todos reais:

ej maior autovalor em P;

—¢j autovalor ndo radial em P;_;

t; maior autovalor para autovetores fora de (Pj_1 + P;).

estabilidade Lem a
A subrede € essencialmente assintoticamente estavel se

3 3
H min(cj, e — t_,') > H €.
j=1 j=1
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Problemas abertos

» Comutacdo na subrede que é ass. estavel
ou
sequéncias de padrdes simétricos?

» Levantamento das redes para C°.

Problemas abertos

» Consequéncias para convecc¢ao.
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