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Equacdes diferenciais com simetria

Simetria 7 € O(n) de uma equagio diferencial:

'—%—f(x) f:R" — R" f(yx) = ~f(x) feC™

x(t) solugdo = v - x(t) é solugdo




Equacdes diferenciais com simetria

Espelhos:

Se v é uma simetria de x = f(x), entdo

Fix(7) = {x € R": ~vx = x} é invariante:

x(t) solugdo, x(tg) € Fix(7) = x(t) € Fix(y) WVt

IO




Equacdes diferenciais quebrando a simetria

simetria exata simetria aproximada

NGB




Contexto: x = f(x) equacio diferencial ordindria em R", f € C.

Ciclo heteroclinico
Conjunto finito de objetos invariantes hiperbdlicos (néds)
trajetdrias ligando os objetos (ligagdes) em um ciclo.

\J/é\.



Contexto: x = f(x) equacio diferencial ordindria em R", f € C.

Ciclo heteroclinico
Conjunto finito de objetos invariantes hiperbdlicos (néds)
trajetdrias ligando os objetos (ligagdes) em um ciclo.

Caso especial
» espago de fase de dimensdo 3 (esfera)
> nos sdo equilibrios ou trajetérias fechadas

> simetria = espacos invariantes contendo as ligacGes
(ciclos persistentes)



Rede heteroclinica

Conjunto conexo, unido finita de ciclos heteroclinicos



Rede heteroclinica

Conjunto conexo, unido finita de ciclos heteroclinicos



Perguntas sobre ciclos e redes

> Visibilidade;
» Dindmica local:
» Solucgdes periddicas;
» Estrutura geométrica local;
» Quebra da simetria (ou da rede):

> Persisténcia da dindmica:
» Aparecimento de novas estruturas.



Equac3o diferencial com simetria em S* C R*

Simetrias herdadas de R*:

71(X17X27X37X4) - (_X17 _X27X37X4)
’72(X1a X2, X3, X4) = (X17 X2, —X3, X4)
Em S3, conjuntos invariantes:
circunferéncia S = {(0,0, x3,x4)} N S3

2-esfera S? = {(x1,x2,0,x3)} N S3
dois pontos de equilibrio St N S? = {(0,0,0,+1)}



Equac3o diferencial com simetria em S* C R*

Simetrias herdadas de R*:

71(X17X27X37X4) - (_X17 _X27X37X4)
’}/2(X]_,X2,X3,X4) = (X17X27 _X37X4)

Em S3, conjuntos invariantes:
circunferéncia S* = {(0,0, x3,x4)} N S3

2-esfera S? = {(x1,x2,0,x3)} N S3
dois pontos de equilibrio St N S? = {(0,0,0,+1)}

Compativel com rede heteroclinica,
que sobrevive a perturbacdes que preservem a simetria.

Exemplos explicitos em Aguiar, Castro, Labouriau (2006) e em Labouriau, Rodrigues (2011)



Rede ¥ com simetrias {~1,7,} em S3

v

/N
C
N

Dois equilibrios v e w

ligacdo 2-D em FIX(")/Q
W (

W (w) = v

ligagdo 1-D em F|X(71

)
)
)
W2 (w) = W(v)

A rede é
assintoticamente estavel



Rede ¥ com simetrias {71,72} em S3
Dois equilibrios v e w

/‘\ ligagdo 2-D em Fix(72)
Wa(w) = W(v)
W V ligacdo 1-D em F|x(71)
' We(w) = W(v)
\_/ A rede é
assintoticamente estavel
Por causa da simetria
Wu(w) = Ws(v) = S2 w v

Ws(w) = Wu(v) = St Q



Rede ¥ com simetrias {~1,7,} em S3

Quebrando a simetria:
We(v) h WY(w)

Dois equilibrios v e w

ligagdo 2-D em le(’yg)
W (w) = We(v)
ligagdo 1-D em F|x(71)
W2 (w) = W¥(v)
A rede é

assintoticamente estavel

w v

D)

WH(v) N We(w) = 0

Exemplos explicitos em Aguiar, Castro, Labouriau (2006) e em Labouriau, Rodrigues (2011)



Diagrama de bifurcacao para quebra da simetria

breaks 1-D connection




Quebra da ligacdo de dimensdo 1
Teorema (L. & Rodrigues 2012)

Seja f\, uma familia de campos de vetores com simetria s,
tal que fy tem também simetria v1 e uma rede heteroclinica ¥,
assintoticamente estdvel.



Quebra da ligacdo de dimensdo 1
Teorema (L. & Rodrigues 2012)

Seja f\, uma familia de campos de vetores com simetria s,

tal que fy tem também simetria v1 e uma rede heteroclinica ¥,
assintoticamente estavel.

Ent3o, genericamente, para \ # 0 pequeno, x = f\(x) tem uma
solugdo periddica assintoticamente estavel e ndo ha ligagcbes
heteroclinicas v — w.



Quebra da ligacdo de dimensdo 1
Teorema (L. & Rodrigues 2012)

Seja f\, uma familia de campos de vetores com simetria s,

tal que fy tem também simetria v1 e uma rede heteroclinica ¥,
assintoticamente estavel.

Ent3o, genericamente, para \ # 0 pequeno, x = f\(x) tem uma
solugdo periddica assintoticamente estavel e ndo ha ligagcbes
heteroclinicas v — w.

) \ saddle-nodes of
7 periodic trajectories
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attracting hyperbolic

/periodic trajectory
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breaks 1-D connection




Quebra da ligacao de dimensdo 2




Dois nés com a mesma quiralidade

rodam com a mesma orientacdo em torno dos equilibrios




Dois nés com a mesma quiralidade

rodam com a mesma orientacdo em torno dos equilibrios

Ligando as pontas de trajetdrias proximas
enlace com a rede.



Dois nés com quiralidade diferente

rodam com orientacdes diferentes em torno dos equilibrios

>

T~




Dois nés com quiralidade diferente

rodam com orientacdes diferentes em torno dos equilibrios

Ligando as pontas de trajetdrias proximas
pode ndo criar enlace com a rede.



Quebra da ligacdo de dimensdo 2 — mesma quiralidade

Teorema (L. & Rodrigues 2012)

Seja f\ uma familia de campos de vetores com simetria 71,
tal que fy tem também simetria v, e uma rede heteroclinica ¥,
assintoticamente estavel com a mesma quiralidade.



Quebra da ligacao de dimensdo 2 — mesma quiralidade

Teorema (L. & Rodrigues 2012)

Seja f\ uma familia de campos de vetores com simetria 71,
tal que fy tem também simetria v, e uma rede heteroclinica ¥,
assintoticamente estavel com a mesma quiralidade.
Ent3o genericamente, para A # 0 pequeno, x = f\(x) tem uma
rede heteroclinica X, com nés rotacionais, e por isso:

» ndo ha ligagbes homoclinicas;

> a rede ¥ tem visibilidade infinita;

» uma infinidade de ferraduras suspensas, uniformemente
hiperbdlicas acumula em X



Quebra da ligacao de dimensdo 2 — mesma quiralidade

Teorema (L. & Rodrigues 2012)

Seja f\ uma familia de campos de vetores com simetria 71,

tal que fy tem também simetria v, e uma rede heteroclinica ¥,
assintoticamente estavel com a mesma quiralidade.

Ent3o genericamente, para A # 0 pequeno, x = f\(x) tem uma
rede heteroclinica X, com nés rotacionais, e por isso:

» ndo ha ligagbes homoclinicas;
> a rede ¥ tem visibilidade infinita;

» uma infinidade de ferraduras suspensas, uniformemente
hiperbdlicas acumula em X

visibilidade infinita?

rede heteroclinica com nds rotacionais 7



Carrossel — rede com nds rotacionais

Um né rotacional é:
uma trajetdria hiperbdlica fechada ndo trivial de tipo sela

ou

um equilibrio de tipo sela com autovalores

AeR e B#%iC

onde
AB <0 AB#-1 e C+#0



Uma rede com nds rotacionais satisfaz:

» todos os nés sdo rotacionais

> todas as ligacdes contidas em variedades invariantes de
dimens3o 2 sdo interseccbes transversais.



Visibilidade (switching)

Passagem por um né:

Dada uma ligacao da rede, que chega em um né,
para toda ligacdo que sai desse né,

existe uma trajetéria que sombreia a ligacao de saida.



Visibilidade (switching)

Passagem por um né:

Dada uma ligacao da rede, que chega em um né,
para toda ligacdo que sai desse né,

existe uma trajetéria que sombreia a ligacao de saida.



Visibilidade (switching)

Passagem por um né:

Dada uma ligacao da rede, que chega em um né,
para toda ligacdo que sai desse né,

existe uma trajetéria que sombreia a ligacao de saida.



Visibilidade (switching)

Passagem por um né:

Dada uma ligacao da rede, que chega em um né,
para toda ligacdo que sai desse né,

existe uma trajetéria que sombreia a ligacao de saida.

Para nés hiperbdlicos, consequéncia do A-lema.



Visibilidade finita (switching) da rede

Dado um caminho finito na rede,
existe uma trajetéria que sombreia o caminho.



Visibilidade finita (switching) da rede

Dado um caminho finito na rede,
existe uma trajetéria que sombreia o caminho.



Visibilidade finita (switching) da rede

Dado um caminho finito na rede,
existe uma trajetéria que sombreia o caminho.

I



Visibilidade finita (switching) da rede

Dado um caminho finito na rede,
existe uma trajetéria que sombreia o caminho.

I

Visibilidade infinita (switching) da rede: todos os caminhos infinitos
podem ser sombreados



Teorema (Aguiar, Castro & L. 2005; Aguiar, L. & Rodrigues
2009)

Se um campo de vetores na esfera S® de dimensdo 3 tem uma rede
heteroclinica com nés rotacionais da mesma quiralidade, ent3o a
rede tem sempre visibilidade infinita.



Teorema (Aguiar, Castro & L. 2005; Aguiar, L. & Rodrigues
2009)

Se um campo de vetores na esfera S® de dimensdo 3 tem uma rede
heteroclinica com nés rotacionais da mesma quiralidade, ent3o a
rede tem sempre visibilidade infinita.

Visibilidade infinita — conjunto de Cantor de condigdes iniciais.

Visibilidade finita — conjunto de condi¢des iniciais com medida
positiva.



Técnica

Em torno de cada nd, mudanca de coordenadas lineariza a equacao
diferencial (Samovol).

v—W

Imagem de conjuntos de condi¢des iniciais em anteparos.



Técnica

Um segmento no conjunto de entrada é transformado em uma
espiral no conjunto de saida

v—v

MNe————

segment|

a linha vermelha nao é uma trajetdria!



Técnica

Uma espiral no conjunto de entrada é transformada em uma hélice
no conjunto de saida

v—w

N —— ~ M

segment|

[w—C]

a linha vermelha nao é uma trajetdria!



Técnica
A hélice passa infinitas vezes em um pequeno retadngulo em torno
da préoxima ligacao

v—v

N —— ~ M

segment|

Ww—sC]

a linha vermelha nao é uma trajetdria!



Técnica

A hélice cruza uma infinidade de vezes o conjunto de pontos que
sdo atraidos para o né seguinte

v—v

V,w

N —— ~ M

segment|

W—C] wSc)

a linha vermelha nao é uma trajetdria!



Técnica

Cada passagem da hélice pelo retdngulo cria um novo segmento na
parede de entrada seguinte

[v—w]

a linha vermelha nao é uma trajetdria!



Teorema (Aguiar, Castro & L. 2005)

Se um campo de vetores na esfera S® de dimensdo 3 tem uma rede
heteroclinica com nds rotacionais com a mesma quiralidade, ent3o
existe uma ferradura suspensa que sombreia cada um dos ciclos da
rede.



|déia da prova




|déia da prova




|déia da prova




|déia da prova




Quebra das duas ligacées — mesma quiralidade

Teorema (L. & Rodrigues 2012)

Seja f(x,,\,) uma familia de campos de vetores,
tal que f(o,o) tem simetrias 1 e y2 € uma rede heteroclinica ¥,
assintoticamente estavel, com a mesma quiralidade.



Quebra das duas ligacées — mesma quiralidade

Teorema (L. & Rodrigues 2012)

Seja f(x,,\,) uma familia de campos de vetores,

tal que f(o0) tem simetrias y1 e 72 e uma rede heteroclinica ¥,
assintoticamente estdvel, com a mesma quiralidade. x = fx, »,)(x)
Entdo, genericamente, no plano (A1, \2), perto da origem:

> existe uma sucessdo de linguas onde x = f(5, »,)(x) tem uma
solugdo periddica n3o trivial;

> estas linguas sdo delimitadas por ciclos homoclinicos de
Shilnikov atratores;

> existe uma sucessdo de linguas delimitadas por ciclos
homoclinicos de Shilnikov respulsores;

> no interior dessas linguas existem ferraduras uniformemente
hiperbdlicas;

> fora dessas linguas existem ferraduras ndo uniformemente
hiperbdlicas.



Quebra das duas ligacées — mesma quiralidade

Aparecem ciclos homoclinicos de Shilnikov

autovalores:
Z —atiweb
° a,b,w >0

sea>b
ciclo atrator
bifurca em solu¢ao periddica atratora

sea<b
ferraduras suspensas em torno do ciclo
algumas ferraduras persistem quando o ciclo é quebrado



Quebra das duas ligacées — mesma quiralidade

Ciclos homoclinicos em v

breaks 1-D connection

Linguas sombreadas — solu¢des periddicas.



Quebra das duas ligacées — mesma quiralidade

Ciclos homoclinicos em w

breaks 1-D connection

Linguas sombreadas — ferraduras
azul: uniformemente hiperbdlicas
verde: n3o uniformemente hiperbdlicas



Diagrama de bifurcacdo — mesma quiralidade

breaks 1-D connection




Quebra das duas ligacées — mesma quiralidade

Coexisténcia de ciclos homoclinicos de Shilnikov em v e w,
enlacados.



Quebra das duas ligaces — quiralidade diferente

Teorema (L. & Rodrigues 2013)

Seja f(x,,n,) uma familia de campos de vetores,
tal que f(o,0) tem simetrias 1 e 72 e uma rede heteroclinica ¥,
assintoticamente estdavel, com quiralidade diferente.



Quebra das duas ligaces — quiralidade diferente

Teorema (L. & Rodrigues 2013)

Seja f(x,,n,) uma familia de campos de vetores,

tal que f(o,0) tem simetrias 1 e 72 e uma rede heteroclinica ¥,
assintoticamente estdavel, com quiralidade diferente.

Ent3o, genericamente, existem valores dos pardmetros (A1, A2),
arbitrariamente perto da origem, tais que para x = f(, x,)(x) as
variedades invariantes W"(w) e W*(v) sdo tangentes.



Quebra das duas ligaces — quiralidade diferente

Teorema (L. & Rodrigues 2013)

Seja f(x,,n,) uma familia de campos de vetores,

tal que f(o,0) tem simetrias 1 e 72 e uma rede heteroclinica ¥,
assintoticamente estdavel, com quiralidade diferente.

Ent3o, genericamente, existem valores dos pardmetros (A1, A2),
arbitrariamente perto da origem, tais que para x = f(, x,)(x) as
variedades invariantes W"(w) e W*(v) sdo tangentes.

Perto desses valores existem infinitas solu¢des periddicas atratoras
e repulsoras (fenémeno de Newhouse).



Quebra das duas ligacbes — quiralidade diferente

wE(v)




Quebra das duas ligacbes — quiralidade diferente

Porque acontece:

[v —w]
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The End
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