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Exemplo 1

Construir uma melodia usando apenas 3 notas com a mesma duracéio e satisfazendo
as regras seguintes:

R1 na melodia tém que aparecer as 3 notas ordenadas de
todas as formas possiveis

R2 cada uma das ordenacgdes das 3 notas s6 pode aparecer
uma unica vez (chamaremos série a cada uma dessas ordenacdes)

Essa construgdo devera ser feita de forma determinista, isto €, usando um conjunto
de instrucdes bem definidas. E o menor numero possivel de instrucdes para que o
processo nao figue demasiado complicado.

Designemos as trés notas por: { X } { Y } { Z }

Existem 6 modos distintos de ordenar estas 3 notas:

e N N N e N N N
X Y Z Y Z X

N J J J N J J J

e N N N e N N N
X Z Y Z X Y

N J J J N J J J

e N N N e N h 4 N
Y X Z Z Y X




Construgao de uma melodia de forma determinista

mrcon () (1) (&0

instrucao a: trocar as posicoes das duas primeiras notas

instrucao b: trocar as posi¢gdes das duas ultimas notas

OJE] =z

Note-se que aa =e e =e sendo a instrugdo e: ndo fazer nada



Usando as instrucoes a e (X]Y]|Z)] a (Y[X]Z)]
, sera possivel construir © Q
uma melodia com apenas
3 notas e satisfazendo as
regras descritas atras?

(xX]Z]Y Y| Z]X]

(Z[X]Y) (Z]Y]X]

Comecando com a série XYZ, existem apenas 2 melodias nas condigdes anteriores:

XY [Z)r Y X [Z)r (Y2 X)s (2 Y [XOr (Z XY e (X [Z] Y]

XY [z X2V Z X F (ZY X e (Y[ Z)X)r (Y[ X)Z) 4




Mas existem mais instrugdes que poderemos dar:
trocar a primeira com a ultima posicao aba (ou bab)

trocar todas as posicoes ab e ba

Existem portanto 6 instrucbes distintas que podemos seguir para obtermos todas as

séries de 3 notas: e a b aba ab  ba. E qualguer combinagao de
duas
destas operacdes da novamente uma delas:
e a b aba ab ba

e e a b aba ab ba

a a e ab ba b aba

b b ba e ab aba a

aba aba ab ba e a b

ab ab aba a b ba e

ba ba b aba a e ab




Esta “maquina” de instrugdes constitui aquilo a que os matematicos chamam
de grupo.

Um grupo € um conjunto de objectos (neste caso instrucoes) que podem ser
combinados entre si (através de uma operacgao ¢ ) de forma a obter novamente
um elemento desse conjunto (neste caso a aplicacao consecutiva de
instrucoes) e satisfazendo 3 regras:

1. existéncia de um objecto especial, o “ndo faz nada” e e'g=gre=g

2. cada um dos objectos tem um “par” que combinado consigo conduz

ao “ndo faz nada” grh=heg=e

ex. asa=e beb=e (ab) (ba) =e

3. a operacao * € associativa (a ordem pela qual agrupamos as operacoes é
irrelevante

ge(h*)=(g°h)~i

Tarefa 1: Usando a tabela da pagina anterior, verifica que cada uma das instru¢des
tem um par nas condigdes de 2.




Geradores de um grupo: conjunto de objectos que podem ser usados para
obter todos os outros elementos do grupo. a b

O conjunto constituido pelas 6 instrugbes: e  a b aba ab ba
e pela operagao * € um grupo, onde g+h significa aplicar a instrucéo h e a
seguir a instrucao g.

Tarefa 2: Recorrendo a tabela da pagina 5, verifica a veracidade da
afirmacao acima.

Esse grupo (constituido pelas 6 instrucdes) é também o grupo das simetrias
de um triangulo equilatero:

/\/\1/\“/\ /\ /\

rg o de 120° t:nd.e 240°

/\/\/\/\/\/\




Exemplo 2
Construir uma melodia usando 4 notas com a mesma duracao e

satisfazendo as regras seguintes:

R1 na melodia tém que aparecer as 4 notas ordenadas de
todas as formas possiveis

R2 cada uma das ordenacgdes das 4 notas s pode aparecer
uma unica vez

Designemos as quatro notas por: { X } { Y } { Z } { W }

Existem 24 maneiras distintas de ordenar estas 4 notas e portanto a situacao € mais
complicada. Se pretendermos construir uma melodia de forma determinista como no
caso anterior, poderemos colocar a seguinte questao:

Qual o numero minimo de instrucdes necessarias para construir a melodia?

Temos agora 4 notas para ordenar. Inspirados no exemplo anterior iremos
considerar essas 4 notas como os vertices de um quadrado.



O quadrado tem 8 simetrias, 4 de reflexao e 4 de rotacéo.

VA W

Consideremos as simetrias seguintes:

X Y Y X
a
>
Z W W Z
X Y X Z
Z W W
X Y W

LD a

-
rotacao de 90°
Z W  (sentido antihorario) X Z




Combinando as simetrias a e b conseguimos obter todas as 8 simetrias do quadrado.

Rotagbes: de 90°% ba de 180° baba de 270° bababa  de 360° babababa =e

Reflexoes:
X Y Y X | % Y X Z
a b

> —_—
Z W W Z Z W. Y W
X Y Z W X Y W Y

ababa .”n aba

> >

Z W X Y yo W Z X




do quadrado. Verifica que se trata efectivamente de um grupo.

Tarefa 3: Constréi uma tabela analoga a da pagina 5 correspondente as 8 simetrias

Note-se que aa =e e bb =e. Assim para construir a melodia tera que se aplicar
a e b alternadamente:

xIylzlw] | (v[xIw]Z]
b b
X z [y w] (Y w[x]Z]
a a
(Z [ Xw]Y] Wiy [z]X]
b b

(ZIWIXTY) ¢ WIzZ]Y[X]

Nao é possivel construir a melodia com apenas estas duas instrucdes, pois nao é
possivel obter as 24 séries de 4 notas.
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Para construirmos a melodia necessitaremos de pelo menos mais uma instrugao. E

esta instrucao ndo podera corresponder a uma simetria do quadrado:

X Y

Construcido da melodia:

X Y
> troca da 32 e 42 posicdes
W Z
v a y v a
| X
v a | a v @
C YIZIWIX] é
v a vy a v a
a a a
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E poderemos avancar para exemplos mais complicados com um maior numero
de notas. Mas...Quanto tempo demoraria a tocar uma melodia com as regras
propostas?

Supondo que tocamos 30 séries por minuto:

numero de notas numero de séries duragao aprox.
n n! da melodia
3 6 12
4 24 48 segundos
6 720 24
8 40 320 22
10 3 628 800 84
12 479 001 600 30 anos e meio
16 20 922 789 888 000 1 330 000




Os matematicos tentam generalizar as situagdes concretas que estudam de modo a
coloca-las no ambito de uma teoria mais geral que explique essas e outras situagoes
aparentemente distintas. Nos dois exemplos anteriores o que ha de essencial?

——— Um conjunto de séries de notas. Mas poderiam ser outros objectos musicais.
Por exemplo células ritmicas, acordes, etc...

M={objectos musicais}

- Um grupo G gerado por instrugdes a, b,... que actuam nos objectos musicais
de M transformando-os uns nos outros.

GI M

Alguns exemplos ilustrativos
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1. Circulo das quintas

Para apresentar /M necessitaremos primeiro de um pouco de “aritmética do relogio”.

0
Pensemos num relégio com 0 na posicao 1
11

das 12 horas:

142=3  mod 12 3-1=2 mod12 10 2
11+1=0 mod 12 1-2=11 mod 12 9 3
11+2=1 mod 12 0-3=9 mod 12

4
etc... 8
5
7
6

Z,,={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} é chamado conjunto dos inteiros moédulo 12.

Tarefa 4: Mostra que Z,, com a operacao de adigdo moédulo 12 € um grupo.
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M

cromaticos sob igual tempera-
mento, obtidas atraveés de
equivaléncia por oitavas

modelo matematico

adicao modulo 12
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Que tipo de transformacdes se podem fazerem M =Z,, ?

Transposicoes e Inversoes sao duas transformacgdes muito utilizadas por musicos.

Transposicao:

Afungéo T,; Z,, — » Z;, definida por T,(x)=x+n mod 12

é chamada transposicao pelos musicos e translacao pelos matematicos.

17



Inverséo:
Afungédo l; Z,, — Z,, definida por / (x)=-x+n mod 12

€ chamada inversao pelos musicos e reflexao pelos matematicos.

1=T4,
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Podemos encontrar transposicdes e inversdes por exemplo em:

Fugue No.6 in D minor, The Well-Tempered Clavier Book |
de Johann Sebastian Bach (1685-1750)

Uma fuga comeca usualmente com um tema principal que se repete varias vezes
sob diferentes formas. Numa fuga podemos encontrar ocorréncias de transposicao
e inversao.

tema: <ré,mi,fa,sol,mi,fa,ré,do#,ré,la#,solla>=<2,45,7,4,5,2,1,2,10,7,9>

P =<9,11,0,2,11,0,9,8,9,5,2,4> P=<42111,2,1,4,5,4,8,11,9>

De facto ndo é exactamente /., P que podemos ouvir mas sim duas séries muito
parecidas, diferindo apenas nas 3 ultimas notas :

<4,2,1,11,2,1,4,5,4,9,0,10> e <4,2,1,11,2,1,4,5,4,7,10,9>

Explora em http://jan.ucc.nau.edu/~tas3/bachindex.html
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Tarefa 5: Usa o modelo Z,, para reescrever a seguinte melodia na “Cang¢go do
Toreador’ no 2° acto da 6pera Carmen de Bizet:

P= <do,ré, do,la, 14, la,sol, 1a, la#, la, la#, sol, do >

e calcula I4(P), e T,(P).

O conjunto G de todas as transposi¢des em Z,, com a operagéo definida como
na pag.7 constitui um grupo.

G={ TO! T17 T27 T37 T47 T5’ T6’ T7’ T8’ T9’ T107 T11}

I'; € um gerador do grupo G

Tarefa 6: Mostra que T, é de facto um gerador do grupo de todas as transposi¢des
em Z,,.
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Comecando com dé e aplicando
I, sucessivamente:

(uma quinta justa ou quinta
perfeita € o intervalo entre duas
notas musicais correspondente a
um intervalo de 7 meios tons)

Circulo das

Quintas
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Existem apenas 4 maneiras distintas de disp6r as 12 notas de M sobre um circulo de tal
modo que o intervalo entre duas notas consecutivas no circulo seja sempre o0 mesmo:

Y 0

o 1 1 N 11
11 Osi do dé% 2 e do S?
10 ol ré < 2 ofre 3% @10
&3 circulo dos semitons |
9914 e ascendente e descendente 3 o rg# a o9
' i I#
o, SOl# , Mig4 4 ymi s soslo ¢8
8 a0 st 37 1, Bt s
7 8 5 5 o 7
6
5 e T didss
O
O f' dé (l) 7O dé 'O
a sol » 2 sol fa 10
10 o |4 ré 2 of v 4t o
. 1a &9 circulo das quintas ) e 63
3 oré# | ascendente e descendente ° 13
\ SOl# i mi 4 . i dé:Eol# A
8 N\ JOH a4 ° Si o
10 o 1 1 ? O O1 Ts

6 T,



Falamos em transposi¢cdes e inversdes. O conjunto constituido por todas as
transposicoes de Z,, € um grupo, mas o conjunto constituido por todas as inversoes
de Z,, nao é um grupo.

No entanto, o conjunto constituido por todas as transposicoes e inversoes de Z,, €
um grupo.

Tarefa 7: Mostra que o conjunto constituido por todas as inversoes de Z,, nao é
um grupo e que o conjunto constituido por todas as transposicoes e inversdes de
Z,, € um grupo.
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2. Acordes (escrita ou execucao de trés ou mais notas simultaneamente)

Triade Maior Triade Menor
¢ §
acorde de 3 semitons da forma acorde de 3 semitons da forma
{k, k+4, k+7} {k, k+3, k+7}
L L — -

A .

0 7 3
CM={0,4,7} Cm~={0,3,7}

Existem 12 triades maiores obtidas através do acorde de dé maior: doM={dd6,mi,sol}=
={0,4,7} por transposicao: {0,4,7} {1,5,8} {2,6,9} {3,7,10} {4,811} {59,0} oee

Existem 12 triades menores obtidas através do acorde de dé menor:dom={do,ré#,sol}=
={0,3,7} por transposicao: {0,3,7} {1,4,8} {2,5,9} {3,6,10} {4,7,11} {5,8,0} oo

Podemos obter triades menores a partir de triades maiores através de inversoes.
/ /
7 0

{0,4,77 —» {0,3,7} {04,7y —» {5,8,0} "



Qualquer triade menor pode ser obtida através de uma inversdo adequada de
qualquer triade maior e vice-versa.

>

{i.j+4.j+7} {k,k+3,k+7}

Tarefa 8: Mostra que qualquer triade menor pode ser obtida através de uma
inversao adequada de qualquer triade maior e vice-versa.

12 triades menores

12 triades maiores

grupo T/
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Na 92 Sinfonia de L. Beethoven (1770-1827)(compassos 143-176 do 2° andamento) pode
encontrar-se a seguinte sequéncia de acordes (usando o modelo Z,,):

Iy lg l, 7 lo 7 10.2)
047 —p {904 —p (590 —» {259 —p {1025 —p /10,

I5
ls

/
/ 8 /
10 3 1 \
{3’7’10} > {013’7} > {8’0’3} : {5,8,0} —> {1’5’8} {10’1’5}

4—7

6,101} =» (36,100 —» {1136} — {8,113} —p {4,811} —» {148}
4

Ig 12 I7 IO
I5
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A partir de uma triade maior € possivel obter 3 triades menores, cada uma tendo 2
notas em comum com a triade maior. E a partir de uma triade menor é possivel
obter 3 iriades maiores, cada uma tendo 2 notas em comum com a triade menor.

{0,4,7}

LN

{0,3,7y {4,711} {9,0,4}

@J)
L

4
0 ir 7

@

{0,3,7}

AN

{0,4,7} {3,7,10} {8,0,3}

Tarefa 9: Aplica as instrucdes P, L e R aos acordes {sol#,si,ré#} e {la#,ré,fa}.
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A partir de uma definicao rigorosa das instru¢des P L € R & possivel mostrar
que o conjunto gerado por estas trés instrugcdes € um grupo.

M

12 triades menores

12 triades maiores

grupo PLR

Tarefa 10: Verifica que as inversdes da pagina 27 correspondem de facto

as instrucoes L e R.




3. Musica Serial Dodecafoénica

Neste exemplo M €& o conjunto constituido por todas as séries de 12 classes de semitons

cromaticos sob igual temperamento (séries de 12 elementos de Z,,).

Tarefa 11: Calcula o numero de elementos de M.

Para apresentar o grupo G € necessario definir mais uma instrugao:

Retrogradacao ( R ): tocar a série do fim para o inicio.

R
<0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11> » <11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1,0>

G M

séries de 12 classes de semitons

grupo TIR

cromaticos sob igual temperamento.
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A musica serial dodecafdnica baseia-se no seguinte: Comecga-se com uma série de U
e aplicam-se sucessivamente varias instru¢des do grupo TIR

sérieinicial | 0 | 7 | 2 |9 |4 | 11| 6 |1 |8 3 105 )],
<_
5 1103 |8 |1 |6 |11 |4 |9 |2 |7 |lo | —
T9
> |l7 lo |5 [10]3 [8 |1 |6 [11|4 |9 | «
I10
g8 |3 105 |0 |7 |2 |9 |4 [11]|6 |1 | «

Tarefa 12: Escolhe uma série inicial e “compde” uma musica serial...

30



