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Exame de recurso de Ańalise Real II
(Curso de Mateḿatica)

12 de Julho de 2004

Nome:

Número de identificaç̃ao: Curso

Observaç̃oes.

– A prova tem a duraç̃ao total de 3 horas.

– A cotaç̃ao da prováe de 20 valores, estando a cotação de cada questão indicada entre parêntesis
ao lado da letra que a identifica. Estaé distribúıda equitativamente pelas respectivas alı́neas, se
as houver.

– Apenas pode ser usado material de escrita.

– Os teleḿoveis ñao podem estar ligados.
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Primeira parte

À primeira quest̃ao da primeira parte deve respondersemapresentar quaisquer cálculos. Note que a
auŝencia de respostáe prefeŕıvel a uma resposta errada. As respostasàs restantes questões devem ser
cuidadosamente justificadas.

A. (9 valores, distribúıdos do seguinte modo: cada resposta correcta vale 0.9 valores; cada resposta
errada vale -0.3 valores. A classificação desta questãoé o ḿaximo entre a classificação nela obtida e
0 valores.)

Para cada uma das alı́neas desta questão s̃ao indicadas quatro respostas alternativas, das quais apenas
uma est́a correcta; assinale-a com um cı́rculo à volta do ńumero correspondente.

1. O integral
∫ √ π

2

0
xcosx2 dx vale

(i) 1. (ii) π/4. (iii)© 1/2. (iv) π/2.

2. O integral
∫ 16

0

1√
x

dx

(i) diverge. (ii)© converge para 8. (iii) converge para 4. (iv) converge para 1.

3. O comprimento da curvaC : [0,π/2]→ R3 definida porC(t) = (t,1−sent,1+cost) é:

(i)
√

2. (ii)© √
2π
2 . (iii) π. (iv) π/2.

(v.s.f.f.)
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4. A área da região limitada pelas curvasy = 1
x , ey = 1 ex = 2 é

(i)© 1− log2. (ii) log2. (iii) 2. (iv) 2+ log2.

5. SendoF : R→ R a funç̃ao definida porF(x) =
∫ 3x

0

√
1+ t2 dt, uma equaç̃ao da recta tangente

ao gŕafico deF no ponto de abcissa 0́e:

(i)© y = 3x. (ii) y = 3. (iii) y = 0. (iv) y = 3x+3.

6. O doḿınio de converĝencia da śerie de pot̂encias
∞

∑
n=1

(x−2)n

n2 +n
é:

(i) R. (ii)© [1,3]. (iii) [1,3[. (iv) {2}.

7. A soma da śerie
∞

∑
n=1

1
(n+1)(n+2)

é

(i)© 1/2. (ii) 1/6. (iii) 1. (iv) 0.

8. A śerie
∞

∑
n=1

(−1)n2n+1
22n

(i)© é absolutamente convergente.

(ii) é condicionalmente convergente.
(iii) diverge para+∞.
(iv) não satisfaz nenhuma das afirmações anteriores.

9. Sejaf : R3→ R a funç̃ao definida porf (x,y,z) = ysen(xz)+yz2. Ent̃ao
∂ f
∂z

(0,1,1) vale:

(i) 0. (ii) 1. (iii) 3. (iv)© 2.

10. Sejaf : R2→ R a funç̃ao definida porf (x,y) = xy+3x2. Ent̃ao a derivada def no ponto(1,0)
segundo o vector(1,1) é:

(i)© 7. (ii) 1. (iii) 3. (iv) 2.
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Nome:

B. 1. (0,5 valores) Calcule a derivada da função f definida porf (x) = x2
∫ x2

1
logt dt, x∈ R+.

2. (1 valor) Determine o volume do sólido gerado pela rotação em torno do eixo dos xx da região
limitada pelas curvasy = x ey = x2.

3. (1 valor) Calcule ou mostre que diverge o seguinte integral:
∫ +∞

0
e−5x dx.
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Nome:

C. 1. (0,5 valores) Estude a convergência da śerie
∞

∑
n=1

1
n 3
√

n+n
.

2. (0,5 valores) Diga se a série
∞

∑
n=2

(−1)n+1 1
logn

é condicionalmente convergente.

3. (0,5 valores) Mostre que se a série de termos positivos
∞

∑
n=1

an é convergente, então a śerie

∞

∑
n=1

an

1+a2
n

é convergente.

4. (1 valor) Determine o doḿınio de converĝencia da śerie de pot̂encias
∞

∑
n=1

n
n+1

xn.
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Nome:

D. 1. Considere a curvaC : R→ R3 definida porC(t) = (2t, t2,4t +1).

(a) (0,5 valores) Calcule a curvatura deC no pontot = 2.

(b) (1 valor) Determine a aceleração tangencial e a aceleração normal parat = 2.

2. (a) (0,5 valores) Mostre queé cont́ınua a funç̃ao f : R2→ R definida por

f (x,y) =

{
x2y2

x2+y2 se (x,y) 6= (0,0)
0 se (x,y) = (0,0)

.

(b) (0,5 valores) Determine, se existir,
∂ f
∂x

(0,0).
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Nome:

E. (1 valor) Usando o facto de conhecer a série de Taylor em 0 da função 1
1−x, determine a śerie de Taylor

em 0 da funç̃ao f : R→ R definida porf (x) = arctg(2x).

F. (1 valor) Suponha quef é uma funç̃ao definida num intervalo fechado[a,b] e que existe uma faḿılia
de partiç̃oes{Pn : n∈ N} de[a,b] tal que

inf{∑( f ,Pn) : n∈ N}= sup{∑( f ,Pn) : n∈ N}.

Conclua quef é integŕavel.

G. (1,5 valores) Seja(an)n∈N uma sucess̃ao de ńumeros reais positivos tal que a série
+∞

∑
n=1

an converge e

sejaϕ : N→ N uma funç̃ao tal que o conjunto{ϕ(n)−n : n∈ N} consiste de dois inteiros positivos.

Mostre que a śerie
+∞

∑
n=1

aϕ(n) é convergente.


