Exame modelo de Analise Real 11
(Curso de Matematica)

Junho de 2004

Nome:

Namero de identificacao: Curso

Observagoes.

A prova tem a durac&o total de 3 horas.

A cotacdo da prova é de 20 valores, estando a cota¢do de cada questao indicada entre paréntesis
ao lado da letra que a identifica. Esta é distribuida equitativamente pelas respectivas alineas, se
as houver. A realizacdo de qualquer das questdes B, C e D é opcional para os alunos que fizeram
0s mini-testes correspondentes.

Apenas pode ser usado material de escrita.
Os telembveis ndo podem estar ligados.

Primeira parte

A primeira questdo da primeira parte deve responder sem apresentar quaisquer calculos. Note que a
auséncia de resposta é preferivel a uma resposta errada. As respostas as restantes questdes devem ser
cuidadosamente justificadas.

. (9 valores, distribuidos do seguinte modo: cada resposta correcta vale 0.9 valores; cada resposta
errada vale -0.3 valores. A classificagcdo desta questdo & o méaximo entre a classificacdo nela obtida e
0 valores.)

Para cada uma das alineas desta questdo sdo indicadas quatro respostas alternativas, das quais apenas
uma esta correcta; assinale-a com um circulo a volta do nimero correspondente.

3
1. Ointegral/ x| dx vale
-1

G) 5 @) -1 (i) 10. (v) 4.

2. Oi I vl d
. Ointegra —dx

oal [ 2
(i) diverge. (ii) converge para8. (iii) converge para 4.
(iv) converge para 1.

3. SeC: R — R? & a curva definida por C(t) = (tsent,—cost), t € R, entdo uma equag&o da recta
tangente a C(R) no ponto C(11/2) é:

() y=x—-m2. (i) y=x4+12 (i) y=-x+1mW2 (V) y=-x-T1/2.

(v.s.f.f.)



10.

O volume do s6lido obtido por rotagdo da regido limitada pela curva y = cosx + 1, 0 eixo dos xx
e as rectas x = —T1re X = 11em torno do eixo dos xx &

(i) 3. (i) T (iii) g (iv) 22.

X
A derivada da fungo F(x) = 5x/ t2dt é
2

(i) L453+LQ (i) 5 /thzdt-l-Sx. (i) (5x)3. (iv) 5x2+5x.

. - - 1 ~
. Considere as sucessdes (an)n e (bn)n definidas pora, = —————— e b, = 2". Entdo

log(log(logn))

00

(i) ;an converge. (i) an converge.
n=

n—

(iii) i(—l)”an converge. (iv) i(anbn) converge.

n—=

Y n
O dominio de convergéncia da série de poténcias Z ol 7
n=1 )

_7é:
@i R. (i) ]-2,2[. (i) [-2,2[. (iv) {0}

n

A soma da série i%é
(i) 3 (i) e34+1. (i) e (v) 3°

i ~ - ~ Of
Seja f : R x RT — R a fungéo definida por f(x,y) = yX. Entdo g—x(l,e) vale:

G 0. (i) 1. (i) e (v) 1+e

.. . n'
O limite lim — €
n—+c NN

G) 0. (i) € (i) e2 (v) 4o
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. Questdo opcional para os alunos que realizaram o primeiro mini-teste.

Se realizou o 1° mini-teste, diga se pretende que a classificacio relativa a esta questio seja a obtida
NO 10 MINI-tESIE ... . e Sim U Nao [

Caso tenha respondido “N&o” ou ndo tenha realizado o mini-teste, resolva as questdes seguintes:

X sent
1412

2. (1 valor) Determine a area da regido do plano limitada pelas rectasy =x+2,y=xex=1 e
pela curva de equago y = x2.

1. (0,5 valores) Calcule a derivada da funcdo f definida por f(x) = dt.

3. (1 valor) Calcule ou mostre que diverge o seguinte integral improprio:

2 1 d
/1 VX—1 X



Nome:

C. Questao opcional para os alunos que realizaram o segundo mini-teste.

Se realizou o 2° mini-teste, diga se pretende que a classificacéo relativa a esta questio seja a obtida
NO 20 MINI-IESIE ...t e e Sim U Nao [

Caso tenha respondido “N&o” ou ndo tenha realizado o mini-teste, resolva as questdes seguintes:

1. (1,5 valores) Estude a convergéncia de cada uma das seguintes séries

©o © n2 n 1

n=1

0 n

. L A . L. a n
2. (1 valor) Determine o dominio de convergéncia da seguinte série de poténcias: Z on
n=1



Nome:

. Questdo opcional para os alunos que realizaram o terceiro mini-teste.

Se realizou o 3° mini-teste, diga se pretende que a classificacio relativa a esta questio seja a obtida
NO 30 MINI-tESIE ... e Sim U Nao [

Caso tenha respondido “N&o” ou ndo tenha realizado o mini-teste, resolva as questdes seguintes:

1. Considere a curva C : [0, 4] — R3 definida por C(t) = (e',e! cost,e' sent).
(@) (0,5 valores) Verifique se a curva esta parametrizada por comprimento de arco.

(b) (1 valor) Determine a aceleracdo tangencial, a aceleragdo normal e o triedro de Frenet
parat = 11/2.

3
2. (a) (0,5valores) Seja f : R? — R a fungéo definida por f(x,y) = 2X2|2Ly2 e (xy) #(0,0) .
X

Averigue se existe algum nimero real k para o qual f & continua.

(b) (0,5 valores) Determine, se existir, %(0,0).



Nome:

E. (1 valor) Determine a série de Taylor em 0 da fungo f : R — R definida por f(x) = log(1+x?).

F. Considere a sucessdo (Cn)n>1 de curvas construida a seguir.

e C; éum segmento de recta de comprimento 1 (unidade de comprimento):
e Cp,1 Obtém-se a partir de Cp, do seguinte modo:

* divide-se cada segmento de recta de C, em 3 partes iguais;

* sobre a parte do meio constroi-se um triangulo equilatero, sendo essa parte eliminada de
seguida.

Esta construc#o é ilustrada na figura seguinte a qual representa C,: —22 13

Representam-se a seguir mais alguns elementos de (Cy)n>1, bem como o floco de neve de Von Koch
0 qual se obtém como limite da construgdo acima aplicada a cada um dos lados de um tridngulo
equilatero (sendo que os tridngulos pequenos sdo sempre construidos na parte exterior da regido de

partida).
J‘mﬁ& .
Jﬁj A

A

1. (0,5 valores) Encontre uma série numérica tal que, para n € N, a n-ésima soma parcial s, seja
precisamente o comprimento de Cp, a n-ésima curva da sucessao.

2. (1 valor) Mostre que a sucessdo (Sp)n>1 dos comprimentos das curvas C, (n=1,2,...) ndo &
limitada.

3. (1 valor) Mostre, recorrendo mais uma vez a uma série numeérica, que a area do floco de neve de
Von Koch é limitada.



