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Grupos de permutacoes

Uma permutacido de um conjunto A é uma fun¢ao bijectiva de A em A.
Um grupo de permutacdes de um conjunto A é um conjunto de
permutacdes de A que com a composi¢do forma um grupo.

Vamos interessar-nos sobretudo pelo caso em que A é um conjunto finito,
sendo em geral conveniente usar os primeiros inteiros positivos para
denotar os seus elementos, isto é, tomar A= {1,2,...,n}, para um
inteiro positivo n.

Por exemplo, a permutacdo « do conjunto {1,2,3,4} definida por
a(l) =2,a(2) =3,a(3) =4 e a(4) = 1 representa-se de forma muito

conveniente por:
(1 2 3 4
““\23 41 )

Com esta forma matricial de representar permutacdes, a composicdo
faz-se de uma forma muito facil, como ilustra o seguinte exemplo.
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Exemplo
Sei (123 456 (1 2 3 4
gamo=13 5416 2)°77"\2 41 3

Ent3o a permutacdo o7 (ou g o7) é

S O
c1 O
N———

y

v
123456 1

! !
35416 2 2
(123 456
“\5 13426

Note-se que o7(1) = o(7(1)) = 0(2) = 5, etc.
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Introducio a Teoria de Grupos

Exemplo (O grupo simétrico S,,)

Sendo A={1,2,...,n}, o conjunto das permutacdes de A com a
composicdo é um grupo, o qual se diz o grupo simétrico de grau n e se
denota por S,,.

Os elementos de S,, tém a forma

Note-se que para a(1) se tém n escolhas possiveis; para a(2) tém-se
n—1, etc. E assim facil ver que ord S, =n-(n—1)---2-1=nl.

Exemplo (O grupo simétrico S3)
Vamos listar a seguir os elementos do grupo Ss.
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Assim, por exemplo, usando o facto de « ter ordem 3, Sa? pode ser
calculado sem recurso a representacdo matricial que usamos para as
permutacdes: Ba? = o?fa = o’a’f = ap.
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Exemplo

A cada elemento de D,, o grupo das simetrias do quadrado, podemos
associar uma permutac¢ado do conjunto dos vértices. Numerando os
vértices como ja fizemos antes, isto é,

4 3

2

tem-se, com as notagoes também ja usadas.
(1 2 3 4 ho 1 2 3 4
Po=\234 1) ° ""{43 21

Note-se que D, é gerado por estas duas permutacdes. Resulta que D,
pode ser visto como um subgrupo de S;.
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Notacao ciclica
A notac3o ciclica é provavelmente a melhor forma forma de representar
permutacoes. Alguns exemplos ajudardo a percebé-la.
Exemplo
Consideremos a permutacio

(1 2 3 45 6
=\5 136 2 4)"
o atribui a 1 o valor 5, a 5 o valor 2 e a 2 o valor 1. Fecha assim o ciclo
que tinha comecado em 1. O valor seguinte ainda n3o considerado é o 3,

o qual é deixado invariante por o. Depois temos o 4 que é enviado por o
em 6, o qual por sua vez é enviado em 4. Escreve-se entao

o = (1,5,2)(3)(4.6).

Quando o dominio ndo contém ndmeros de mais que um algarismo,
costumam-se omitir as virgulas. E também costume n3o escrever os
ciclos com uma sé entrada. Assim, escrevemos: o = (152)(46). Ty
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A passagem da notacdo ciclica para a notacdo matricial pode também ser

feita com facilidade.

Exemplo

Consideremos a permutagdo o = (14)(253). O ciclo (14) envia 1 em 4
e 4 em 1; (253) faz o seguinte: 2 -5 — 3 — 2. Assim,

(12 3 45
“\4 521 3)
Exemplo

Como omitimos os ciclos com uma Unica entrada, a permutacdo
a = (14)(53) de Se tem a seguinte representa¢do matricial:

/(123 456
*=\4 2513 6)
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Um ciclo pode ser pensado como sendo uma permutacdo que fixa todos
os elementos excepto os que aparecem no ciclo. Desta forma, a
multiplicacdo de ciclos pode ser pensada como se da multiplicacdo de
permutacdes na forma matricial se tratasse.

Nota

Compomos as permutagées (e, portanto, multiplicamos os ciclos) da
direita para a esquerda, como € habitual quando, em Andlise, compomos
fungées. E, no entanto, comum em A/gebra os autores preferirem fazer a
composicdo da esquerda para a direita. Eo que acontece quando se
multiplicam ciclos no GAP.

Exemplo

Sejam o = (13)(27)(456) e 7 = (1237)(648) elementos de Sg. Vamos
exprimir o7 (isto é, (13)(27)(456)(1237)(648)) como produto de
ciclos disjuntos (isto é, sem entradas comuns).

(648) fixal;, (1237) envia 1 em 2; (456) fixa 2; (27) envia 2 em 7,
(13) fixa 7. Assim, podemos comegar por escrever o7 = (17---). Agora
repete-se o processo comecando com o 7 e obtemos o7 = (173---).

Continuando, acabamos por obter o7 = (1732)(48)(56). B
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O exemplo seguinte destina-se a chamar de novo a atencdo para o facto
de no GAP a composicdo de permutacgdes ser feita da esquerda para a
direita. (Comparar com o exemplo anterior.)

Exemplo

gap> s := (1,3)(2,7)(4,5,6);;

gap> t := (1,2,3,7)(6,4,8);;
gap> s*t;
1,7,3,2)(4,5)(6,8)

gap> t*s;

(1,7,3,2)(4,8)(5,6)

Um seminario “Os grupos e o cubo magico” que se encontra em
http://www.fc.up.pt/cmup/mdelgado/cubo/seminario/

tem, em particular, um exemplo de um grupo de permutac¢des. O
tamanho desse grupo pode ser determinado usando o GAP...
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