Grupos de permutagdes
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Observacao

Como para k > 1 se tem (a1, a2,...,ak) = (a1, ak)(a1, ak—1) - - - (a1, a2),
um ciclo de comprimento par é uma permutacdo impar e um ciclo de
comprimento impar é uma permutacio par.

Proposicao
O conjunto das permutacdes pares de S,, forma um subgrupo de S,,.

Exercicio

Faca a demonstracdo da proposicdo anterior.

O subgrupo das permutagdes pares de S, denota-se por A, e diz-se o
grupo alterno de grau n.

gap> S6 := SymmetricGroup(6);
Sym( [ 1 ..61)

gap> Size(S6);

720

gap> A6 := AlternatingGroup(6);
AltC L1 ..61)

gap> Size(AB); Fvon

360
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Proposicao
Paran>1, ord A, = n!/2.

Demonstracao. Sabemos que ord S, = n!, bastando por isso ver que S,
tem tantas permutagdes pares como impares. Sejam « e 3 permutagdes
pares distintas. Entdo (12)a e (12)3 sdo permutagdes impares distintas.
Logo, existem pelo menos tantas permuta¢des impares como pares. De
modo andlogo mostra-se que existem pelo menos tantas permutagdes
pares como impares. O
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Isomorfismos

Pessoas que trabalham em Algebra normalmente n3o fazem qualquer
distincdo entre estruturas isomorfas. N3o se importam se os elementos de
um grupo sdo azuis ou vermelhos; apenas lhes interessa a forma como
eles se multiplicam.

Vamos formalizar.

Definicdo (Isomorfismo; grupos isomorfos)

Um isomorfismo ¢ de um grupo G num grupo H é uma funcdo bijectiva
@ : G — H que preserva a operacio. Isto é,

¢(ab) = ¢(a)e(b),Va, b € G.

(Note-se que no primeiro membro se tem a operagdo em G, enquanto
que no segundo membro se tem a operacdo em H.)

Quando existe um isomorfismo de um grupo G num grupo H, dizemos
que G e H s3o isomorfos e escrevemos G ~ H.

Facuioan
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Resulta imediatamente da definicdo que grupos isomorfos tém a mesma
ordem. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo

Os grupos G = (R,+) e H = (R",-) sdo isomorfos. De facto, a funcdo
¢ : G — H definida por ¢(x) = 2¥ é um isomorfismo:

e n3o é dificil ver (faga-o como exercicio) que ¢ é bijectiva, sendo log, a
funcdo inversa;

e ¢ preserva as opera¢des:

p(x+y) =2 =227 = p(x) - p(y).

Exemplo

Seja G o grupo dos nimeros reais com a adi¢do. A funcdo p : R — R
definida por ¢(x) = x3, embora seja bijectiva, ndo é um isomorfismo,
pois existem niimeros reais x e y tais que (x + y)3 # x3 + y3.

Fo poar
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Exemplo

Todo o grupo ciclico infinito é isomorfo a Z com a adi¢cdo. De facto, se a
for um gerador do grupo ciclico, entdo a func3o que a a¥ associa k é um
isomorfismo.

Recordando que num grupo ciclico (a) de ordem n se tem a' = a/ se e s6
se i e j s3o congruentes médulo n e que a relagdo de “congruéncia
médulo n" é compativel com as operacdes, é facil verificar os detalhes
necessarios a obtengdo do seguinte:

Exemplo

O grupo ciclico (a) finito de ordem n é isomorfo a Z, com a adi¢do
médulo n. De facto, a aplicagio ak — k (mod n) é um isomorfismo.

Exemplo

Basta observar que U(10) é um grupo ciclico de ordem 4, para concluir
que U(10) ~ Z,.
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Exemplo

Ao resolver um exercicio na oitava aula verificamos que qualquer
elemento x de U(8) satisfaz a igualdade x - x = 1. Isto vai-nos permitir
mostrar que, embora os grupos U(8) e Z, tenham a mesma ordem, n3o
sdo isomorfos.

Suponhamos que ¢ : Zs — U(8) é um isomorfismo. Entdo,

©(2) = (1 +1) =¢(1) - ¢(1) = 1. Também

©(0) = (0 + 0) = (0) - ¢(0) = 1, tendo-se portanto ¢(2) = ©(0), o
que estd em contradicdo com o supormos que ¢ € injectiva.

Facuioan
i
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Teorema (Teorema de Cayley)

Todo a grupo € isomorfo a um grupo de permutagdes.

Demonstracdo. Seja G um grupo. Para cada g € G definimos uma
fungdo t; : G — G por tz(x) = gx (x € G). E facil ver (faga-o como
exercicio) que a fungdo t, (que ndo é mais que a multiplicagdo a
esquerda por g) é uma permutagdo de G.

Seja H={t; | g € G}. Vejamos que, com a composi¢do, H é um grupo.
Ora, para g, h € G, tem-se

teth(x) = tg(tn(x)) = tg(hx) = g(hx) = (gh)x = tgn(x), donde resulta
que tgty = tgr. Segue-se que t. é a identidade e que (tg)~! é ty-1.
Tendo em conta que a composicido de funcdes é associativa, concluimos
que H é um grupo.

Definimos agora ¢ : G — H por ¢(g) = tg. Vejamos que ¢ preserva as
operagdes. Sejam x,y € G. Tem-se p(xy) = t,, = tt, = @(x)p(y).
Pela constru¢do de H, ¢ é sobrejectiva. Se t, = t;, entdo ty(e) = tp(e),
ou seja ge = he, o que é o mesmo que g = h, logo ¢ é injectiva. O

Fo poar
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O grupo H construido na demonstracdo anterior diz-se a representacdo
regular a esquerda de G.

Exemplo
Vamos construir a representacdo regular a esquerda H de

u) =11,3,5,7}.
Tem-se: t; = 1357)1‘3:(1357)
1 3 5 7)) 3 1 7 5 )
ts_(l 35 7) t_(l 35 7)
5 7 13) "7 75 31
Obtém-se ent3o as tabelas seguintes, as quais diferem apenas nas
notacdes usadas.

ue) | L[3]5]7] Hlnt|ts|ts|t]
1 13|57 ty || &1 | B3 | t5 | t7
3 311|715 t3 || t3| t1 | t7 | ts
5 517|113 ts || &5 | t7 | t1 | 3
7 715131 t7 || t7 | t5 | t3 | 11

Facuioan
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Introdugdo 3 Teoria de Grupos Grupos ciclicos Grupos de permutagdes

Propriedades dos isomorfismos

Proposicao
Seja p um isomorfismo de um grupo G num grupo H e sejam a,b € G.
Entao

1. ¢ envia a identidade de G na identidade de H;
para qualquer inteiro n, p(a") = (v(a))";

a e b comutam se e s6 se ¢(a) e p(b) comutam;
ord a = ord ¢(a);

A

dados um inteiro k e um elemento g € G, a equacio x* = g tem o
mesmo niimero de solucdes em G que a equacdo x* = ¢(g) em H.

Exercicio
Faca a demonstracdo da proposicdo anterior.

Facuioan
©X s
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