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Propriedades dos isomorfismos

Proposicao
Seja ¢ um isomorfismo de um grupo G num grupo H e sejam a,b € G.
Entao

1. ¢ envia a identidade de G na identidade de H;

para qualquer inteiro n, p(a") = (¢(a))";

a e b comutam se e s6 se ¢(a) e p(b) comutam;

ord(a) = ord(p(a));

dados um inteiro k e um elemento g € G, a equacdo x* = g tem o
mesmo niimero de solucdes em G que a equacdo x* = ¢(g) em H.

AR

k

Exercicio
Faca a demonstracdo da proposi¢cdo anterior.

Exemplo
Como x* = 1 tem quatro solugdes em (C\ {0},) e apenas duas em
(R\ {0}, "), temos que estes dois grupos ndo sdo isomorfos. g

Algebra (Curso de CC) Ano lectivo 2005/2006 153 /

ugdo a Teoria de Grupos Grupos ciclicos Grupos de permutagdes Isomorfismos

172



Isomorfismos

oeo

Proposicao
Seja ¢ um isomorfismo de um grupo G num grupo H. Entdo

1.

2.
3.
4. se K é um subgrupo de G, entdo o(K) = {p(k) | k € K} é um

G € abeliano se e sé se H € abeliano;
G é ciclico se e s6 se H é ciclico;

<p*1 é um isomorfismo de H em G;

subgrupo de H.

Exercicio
Faca a demonstracdo da proposicdo anterior.

Um isomorfismo de um grupo nele préprio diz-se um automorfismo.

Exercicio
Seja G um grupo. Mostre que o conjunto Aut(G) dos automorfismos de
G é um grupo.

Facuioan
i
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Exercicio

Mostre que Aut(Zg) ~ U(8).

Sugestdo. Comece por observar que para definir um automorfismo ¢ de Zg
basta definir a imagem de 1. Recorde também que a ordem de 1 é a mesma
que a de ¢(1).

Sejam G um grupo e a € G. A fung3o ¢, definida por p,(x) = axa~!

(x € G) diz-se o automorfismo interno de G induzido por a.

Exercicio
Mostre que p, é de facto um automorfismo de G.

Exercicio
Seja G um grupo. Mostre que o conjunto In(G) dos automorfismos
internos de G é um grupo.

Exercicio
Descreva a acg¢do do automorfismo interno de Dy induzido por pgy nos

elementos de Dj.
Fracuroan
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