Homomorfismos de grupos
°

Teorema (Teorema fundamental do homomorfismo)
Seja p : G — H um homomorfismo de grupos. Entdo G/ ker ¢ ~ ¢(G).

Demonstragdo. Vamos mostrar que a correspondéncia ¢ : G/ ker p — ¢(G)
dada por (g ker ) = p(g) é um isomorfismo.

Provamos que ) estd bem definida mostrando que ndo depende do
representante particular da classe lateral escolhido. Suponhamos que

xkerp = ykerp. Entdo y 'x € kerp e e = p(y 'x) = ((y)) to(x). Logo
©(x) = ¢(y), o que mostra que v é de facto uma fun¢3o.

Tem-se

Y(xkerp - ykerp) = ¥(xy ker o) = p(xy) = p(x)p(y) = (x ker p)Y(y ker ¢).
Resta provar que 9 é injectiva, ja que é claramente sobrejectiva. Tem-se que
(x ker ) = (y ker ) implica ¢(x) = ¢(y). Resulta entio

e = (p(x)) " e(y) = p(x e(y) = (x"'y), donde x 'y € ker p e daqui

x ker o = y ker . O

Exemplo

O homomorfismo de Z em Z, que a cada inteiro associa o resto da sua
divisdo por n tem ndcleo (n). Consequentemente, Z/{n) ~ Z,.
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Grupos abelianos finitos

Tal como um inteiro pode ser decomposto num produto de primos, um
grupo abeliano finito pode ser decomposto num produto de grupos mais
pequenos.

Teorema (Teorema fundamental dos grupos abelianos finitos)

Todo o grupo abeliano finito é produto de grupos ciclicos cujas ordens
sdo poténcias de primos. Além disso, o niimero de factores bem como as
ordens dos grupos ciclicos envolvidos sdo determinados pelo grupo.

Atendendo a que um grupo ciclico de ordem n é isomorfo a Z,, o
teorema anterior diz que todo o grupo abeliano finito G é isomorfo a um
grupo da forma

prl X Zpgz X X Zka (1)

em que os p’s sao primos n3o necessariamente distintos e as poténcias
prts P32, ..., Pp sdo dnicos e determinadas pelo grupo.

Facuioan
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Muitas vezes é mais conveniente combinar os factores ciclicos de ordens
relativamente primas por forma a obter um produto directo da forma

Lny X Ly X -+ X L, (2)

onde n; | nj_1.
Exemplo
Consideremos o grupo

G =733 X Z3 X Zigzs X Lgz X Lz X Ly X L.

Tem-se
G~ Z33,53.22 X Z3.5242 X 2.

As formas (1) e (2) dé-se por vezes o nome de formas candnicas dadas
pelo teorema fundamental.

Exercicio
Escreva algoritmos que permitam dado um grupo numa das formas
candnicas escrevé-lo (a menos de isomorfismo) na outra forma.
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Quando escrevemos um grupo abeliano finito na forma (1) ou na forma
(2) dizemos que determinamos uma classe de isomorfismo desse grupo.

Chamamos particdo de um inteiro k a um conjunto {ny, ny, ..., ny} tal
que
k=m+nm+...,+n.

Em geral, existe um grupo abeliano de ordem p* para cada particio de k.
Sendo pum primoe k=ny +m+...,4+ny, Zpn X Zpm X =+ X Lipny €
um grupo abeliano de ordem p*.
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Ordem de G | Particoes de k | Possiveis produtos directos
p {1} Zp
p {2} L
{1,1} ZLp X Lp
p3 {3} Zps
{2,1} Lz X Lp
{131ﬂ1} Zp XZP XZP
p4 {4} Zp4
{3,1} Lips % Lip
{2, 2} sz X sz
{2,1,1} Lip X Lp X Lip
{1,1,1,1} Lp X Lp X Lp X Lp

Observamos que, ao contrario do que acontece com os grupos abelianos,

descrever todos os grupos ndo abelianos cuja ordem é poténcia de um
primo pode ser extremamente dificil. E esse o caso dos grupos de

ordem 16.
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Depois de saber como tratar os casos das poténcias de primos, n3o é
dificil tratar o caso geral de grupos abelianos cuja ordem é um inteiro
dado.

Exemplo

Seja n = 1176. Comecamos por escrever n = 23 -3 -72. A lista das
classes de isomorfismo dos grupos abelianos de ordem 1176 é

ZgXZ3XZ49
Z4><ZQXZ3XZ49
Z2XZ2XZzXZ3XZ49

Zg X L3 X L X Ziq
Z4XZ2XZ3XZ7XZ7
ZQXZQXZQXZ3XZ7XZ7.

Exercicio
Escreva os grupos que aparecem no exemplo anterior na outra forma
candnica do teorema fundamental.
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Pode por-se a seguinte quest3o:
como podemos escrever um grupo abeliano finito G como produto

directo de grupos ciclicos de ordem mais pequena? O algoritmo seguinte,

onde usamos a nota¢do x; para produto o produto directo interno, dd a

resposta.
Algoritmo
InpPUT: Um grupo abeliano G.
1. Calcula as ordens de todos os elementos de G;
2. Escolhe um elemento a; de ordem méxima e define Gy = (ay);
Faz i =1;
3. se ord(G) = ord(G;), péra. Caso contrério, faz i :== i+ 1;

4. Escolhe um elemento a; de ordem maxima p* tal que

5.

k
p* < ord(G)/ord(Gi_1) e nenhum a;,a2,...a" " pertence a G;_;.
Define G,‘ = G,'_1 X (a,-).
volta ao passo 3.

OutpuT: G ~ G;.

Fo poar
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Exemplo

Seja G ={1,8,12,14,18,21,27,31,34,38,44,47,51,53,57,64} com a
multiplicagdo médulo 65. Trata-se de um grupo abeliano de ordem 16,
logo € isomorfo a um dos grupos

Z16

ZgXZQ

Z4XZ4
Z4XZQXZz
Z2XZQXZQ><ZQ

As ordens dos elementos s3o:

4

|18 |12] 14|18 |21 |27 |31 |34 38|44 |47 [51|53][57|6
od [1[4]4 [2 |4 [4 |4 [4 |4 4442442
Desta tabela concluimos de imediato que as Ulnicas possibilidades sao
Ziyg X Ly € Ty X Ly X Zip. Como Zy X Zip X Zo tem mais de 2 elementos
de ordem 3, concluimos que G ~ Z4 X Za.

Facuioan
i
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Para escrever G como produto directo interno de dois subgrupos,
comeg¢amos por considerar um elemento de ordem maxima, digamos 8.
Temos entdo que (8) é um factor no produto.

Seguidamente escolhemos um elemento a de ordem 4 tal que nem a nem
a% estejam em (8) = {1,8,64,57}. 12 satisfaz isto e tem-se G = (8)(12).
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