Os niimeros inteiros

Abordaremos algumas propriedades dos niimeros inteiros, sendo de
destacar o Algoritmo da Divisdo e o Teorema Fundamental da
Aritmética. Falaremos de algumas aplicagbes como sejam a detecgdo de
erros e o sistema de encriptacdo de dados RSA.
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Comegamos por fixar alguma notag3o.

Conjunto dos nldmeros inteiros:
zZ={...,-6,-5—-4-3-2-10,1,2,34,56,7,...}
Conjunto dos nlmeros inteiros positivos ou naturais:
7t =N=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,...}
Conjunto dos niimeros inteiros ndo negativos:

Z¢ =Ny ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,.. .}
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Propriedades dos inteiros

Relembramos agora diversas no¢des importantes.

Um ndmero inteiro t, diferente de zero, diz-se divisor de um inteiro s se
existe um inteiro u tal que s = tu. Escreve-se t|s e lé-se “t divide s".
Se t ndo divide s escreve-se t {s.

Um ndmero inteiro s diz-se multiplo de um nimero inteiro t se existe
um inteiro u tal que s = tu. Note-se que s é mdltiplo de t se e sé se t
divide s.

Um ndmero inteiro positivo, maior do que 1, diz-se primo se os seus
nicos divisores positivos sdo o 1 e ele préprio.

Da definicao de divisor resulta imediatamente a seguinte observac3o.
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Propriedades dos inteiros >rincipio da boa ordenagdo (e principio de indugio)

Lema
Sejam a, b e c inteiros.

(i) Sea|beb]|c, entdoa]c.

(ii

Se a| b, entdo a| bc.

)
(iii) Sea|bealc, entdoal| b+ c.
(iv) Sea|beb]|a, entdo a = +b.
(iv') Sea|l, entdo a= =£1.

)

v) Sea,beNealb, entioa<b.

Facuioan
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Principio da boa ordenacdo (e principio de inducio)

Principio de Boa Ordenacao

Para o estudo das propriedades dos niimeros inteiros vamos admitir como
axioma o Principio de Boa Ordenacido em Z, dado que n3o é possivel
provar este principio a partir das propriedades aritméticas elementares dos
inteiros.

Axioma (Principio de Boa Ordenagdo)

Qualquer conjunto P ndo-vazio de inteiros positivos tem minimo m, isto
é dm e P tal que Vx € P m < x.

O conjunto P mencionado no Axioma anterior pode ndo consistir somente
de nldmeros inteiros positivos, como se afirma na proposicdo seguinte.
Proposicao

Qualquer conjunto ndo-vazio de inteiros tem minimo (respectivamente,
méximo) desde que seja minorado (respectivamente, majorado).

O Principio de Boa Ordenagdo é equivalente a qualquer uma das formas
do Principio de Indugdo Matemdtica que se apresentam a seguir.
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Principio da boa ordenacdo (e principio de inducio)

Proposi¢do (Principio de Indugdo Matemdtica - Primeira
forma)

Sejam S um conjunto de inteiros e a um nudmero inteiro. Se
(iae$S e

(i) sene Sen>a, ention+1€S,

entdo S contém todos os inteiros maiores ou iguais a a.

Demonstracdo. Seja S um conjunto de inteiros e a um elemento de S.
Suponhamos que S tem a seguinte propriedade: Se um qualquer inteiro n > a
pertence a S, entdo o inteiro n+ 1 pertence a S. Queremos provar que
qualquer inteiro m > a pertence a S.

SejaA={me€Z|m>a A m¢S}. Suponhamos, com vista a chegar a um
absurdo, que A # (. Sendo A # () e minorado (a é um minorante), pelo
Principio de Boa Ordenacdo, dxp € A tal que Vm € A xo < m. Visto que por
hipdtese a € S, entdo a ¢ A e portanto xo > a+ 1. Assim, xo — 1 > a, mas
como xo — 1 ¢ A (porque xo € minimo de A) entdo xo — 1 € S. Ora, aplicando
a propriedade de S admitida por hipdtese, xp € S, o que n3o pode ser pois

xo € A. Chegdmos a um absurdo pelo facto de ter suposto que A # (), logo

A =0, ou seja, S contém todos os inteiros maiores ou iguais a a. O
Fracuioac
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Principio da boa ordenacdo (e principio de inducio)

O Principio de Inducio é utilizado com frequéncia para provar que
determinada afirmacdo é verdadeira para todos os inteiros positivos, ou
seja, utilizando a nota¢do da proposicdo, que S = N. Numa prova deste
tipo, primeiro é necessario verificar que a afirmac3o é verdadeira para o
inteiro 1, isto é, que 1 € S. Depois, assumindo que a afirmacdo é
verdadeira para o inteiro n, isto é, que n € S, prova-se que a afirmacdo é
verdadeira para o inteiro n+1, isto é, que n+1 € S.

Exemplo
Vamos provar que para qualquer n inteiro positivo,

n(n—i—l).

1+24 ... +n= >

Seja S o conjunto de todos os inteiros k taisque 1 +2+ ... + k = ﬂ Ora,
1€S, poisl= ”1 Suponhamos que existe um inteiro n € S, entdo
1+2+...+n= ""2+1 Assim

142+..+n+(n+1)= @ +(n+1)= w donde podemos
afirmar que (n+1) € S. Logo, por indugdo, 1+2+...+n= "("H) para todos
os inteiros positivos n.

Fo goar

Algebra (Curso de CC) Ano lectivo 2005/2006

30/



Propriedades dos inteiros Principio da boa ordenacdo (e principio de inducio)

Exercicio

Escreva duas funcdes GAP para calcular a soma de todos os nlimeros
inteiros positivos até n inclusive, uma usando a férmula dada no exemplo
anterior e a outra usando um ciclo for.

Compare a sua eficiéncia usando a funcio time para o efeito.

Em alguns casos torna-se mais conveniente utilizar uma outra forma do
Principio de Indugdo equivalente a que foi anteriormente referida.

Proposi¢do (Principio de Indugdo Matemdtica - Segunda

forma)
Sejam S um conjunto de inteiros e a um inteiro. Se
(i)ae$S e

(i) se k € S, para qualquer a < k < n, ention € S,

entdo, S contém todos os inteiros maiores ou iguais a a.
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