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Breve referéncia a Teoria de Anéis
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Anéis

H& muitos conjuntos, como é o caso dos inteiros, dos inteiros médulo n
ou dos nimeros reais, que consideramos naturalmente munidos de duas
operacgoes.
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Defini¢do (Anel)
Um anel A é um conjunto ndo vazio com duas operacbes bindarias,
normalmente designadas por adicdo e multiplicacdo e denotadas
respectivamente por + e - (ou simplesmente por justaposicdo) tais que,
para quaisquer a, b, c € A:

1. a+b=b+ a;

2. (a+b)+c=a+(b+c);

3. existe um elemento 0 € A (dito o zero do anel) tal que, para

qualquer a € A, a+ 0 = a;

4. existe —a € A tal que a+ (—a) =0;

5. a(bc) = (ab)c;

6. a(b+c)=ab+ace(b+c)a= ba+ ca.
Temos ent3do que um anel é um grupo abeliano com a adigdo e tem uma

multiplicacdo associativa, a qual é distributiva a esquerda e a direita em

relacdo a adicdo.
Fracuioac
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Um anel diz-se comutativo se a multiplicagdo for comutativa.

Se um anel tiver um elemento neutro para a multiplicacdo, este diz-se o
elemento identidade (ou o elemento um) do anel.

Um elemento n3o nulo de um anel diz-se invertivel se tiver inverso
multiplicativo.

Exemplo

O conjunto Z dos inteiros com a adi¢cdo e multiplicagdo usuais é um anel
comutativo com elemento identidade 1. O conjunto dos elementos
invertiveis é {1, —1}.

Exemplo

O conjunto Z, = {0,1,...,n— 1} com a adi¢do e multiplicacdo médulo
n é um anel comutativo com elemento identidade 1. O conjunto dos
elementos invertiveis é U(n), o conjunto dos elementos que s3o primos
com n.
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Exemplo
O conjunto 2Z dos inteiros pares com a adicdo e multiplicagdo usuais é
um anel comutativo sem elemento identidade.

Exemplo
Se A e B sdo anéis, podemos construir o produto directo:

AxB={(a,b)|ac A be B}
com as operagdes componente a componente, isto &,

(a1, b1) + (a2, bo) = (a1 + a2, b1 + b2)

(a1, b1)(az, bo) = (a1az, b1by).

Usamos a notagdo a — b com o significado de a + (—b).

Facuioan
i
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Proposicao
Sejam a, b e ¢ elementos de um anel A. Entdo
1. a0 = 0a =0;
2. a(=b) = (—a)b = —(ab);
3. (—a)(=b) = ab;
4. a(b—c)=ab—ace(b—c)a=ba— ca.
Se A tiver elemento identidade 1, entdo

(1)

6. ( 1)(:1) 1

o

—a

Demonstracdo. 1. Tem-se 0 + a0 = a0 = a(0 + 0) = a0 + a0, donde
resulta 0 = a0.

2. Tem-se a(—b) + ab = a(—b + b) = a0 = 0, donde resulta

a(—b) = —(ab).

Complete a demonstragdo como exercicio. O

Facuioan
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Proposicao
Se um anel tem elemento identidade, este € tnico.
Se um elemento de um anel tem um inverso multiplicativo, este € tnico.

Demonstracdo. Exercicio... (A demonstracdo é semelhante a de
resultados andlogos vistos para grupos.) O

Mais um exemplo de anel:

MQ(Z)_{< j Z>|a,b,c,d€Z}

das matrizes 2 x 2 com entradas em Z é um anel com a adicdo e

Exemplo
O conjunto

multiplicacdo usuais de matrizes. Tem elemento identidade: ( é ? ) .

Facuioan
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Defini¢do (Subanel)
Um subconjunto B de um anel A é um subanel de A se B for um anel
com as operacdes de A.

Proposi¢do (Teste de subanel)

Um subconjunto ndo vazio B de um anel A é um subanel se for fechado
para subtracgdo e multiplicagdo, isto €, se a— b e ab pertencem a B,
sempre que a e b pertencem a B.

Demonstracdo. Que B com a adicdo é um grupo abeliano resulta
imediatamente do facto de a adi¢do ser comutativa e de um critério de
um dos critérios de subgrupo dados. Como, em A, a multiplicagdo é
associativa e distributiva em relacdo a adicao, tem-se o mesmo
considerando a multiplicagdo e B. Resta ver que a multiplicagdo é uma
operacdo bindria em B, mas isso é dito no enunciado. |

Facuioan
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Exemplo
Se A é um anel, {0} é um subanel, dito o subanel trivial de A. Também
A é um subanel de A.

Exemplo
{0,2,4} é um subanel do anel Zg dos inteiros mddulo 6.

Exercicio
O subanel {0,2,4} de Zg considerado no exemplo anterior tem elemento
identidade?

Exemplo
O conjunto

MQ(Z)—{<3 2)|a,beZ}

é um subanel do anel das matrizes 2 x 2 com entradas em Z.

Facuioan
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Definicao
Um elemento ndo nulo a de um anel comutativo A diz-se um divisor de
zero se existir um elemento ndo nulo b € A tal que ab = 0.

Definicao

Um dominio de integridade é um anel comutativo com elemento
identidade e sem divisores de zero.

Resulta da definicdo que, num dominio de integridade, um produto é 0 se
e sé se um dos factores for 0.

Exemplo

O anel Z dos inteiros é um dominio de integridade.

Exemplo
O anel Zg dos inteiros médulo 6 ndo é um dominio de integridade.

Exemplo
Se n for um inteiro ndo primo, o anel Z, dos inteiros médulo n ndo é um
dominio de integridade. Py
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Exemplo

Se p for um niimero primo, o anel Z, dos inteiros médulo p é um
dominio de integridade. De facto, suponhamos que a, b € Z, sio tais que
ab =0 (em Z,). Entdo ab = pk, para algum inteiro k. Logo, pelo Lema
de Euclides, p divide a ou p divide b, donde, em Z,, a =0 ou b = 0.
Exemplo

Z x 7 nao é um dominio de integridade.

Exemplo

O anel M,(Z) das matrizes quadradas 2 x 2 com entradas inteiras n3o é
um dominio de integridade.

Num dominio de integridade podemos usar o cancelamento:
Proposicao
Sejam a, b e ¢ elementos de um dominio de integridade. Se a £ 0 e

ab = ac, entdo b = c.

Demonstragdo. De ab = ac resulta a(b— c) =0 e, como a # 0,
b—c=0. FQ
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