Dominios de integridade
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Corpos

Definicao

Um corpo é um anel comutativo com elemento identidade em que todo o
elemento ndo nulo € invertivel.

Muitas vezes é conveniente pensar em ab™! como sendo Z,quando ae b
sdo elementos de um corpo, com b n3o nulo.

E facil ver que um corpo é um dominio de integridade: se a e b forem
elementos de um corpo, com a # 0, e se tiver ab = 0, ent3o,
multiplicando ambos os membros por a~!, obtemos b = 0.

O reciproco ndo vale, embora n3o seja dificil verificar que vale no caso
finito:

Proposicao

Um dominio de integridade finito € um corpo.

Demonstracao. Seja D um dominio de integridade com elemento identidade

1 e seja a€ D\ {0}. Vamos mostrar que a é invertivel. B
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Se a =1, ent3o a é o seu préprio inverso, pelo que podemos supor a # 1.
Consideremos agora a sucessdo a,a’, a%, ... de elementos de D. como D é
finito, existem inteiros positivos i e j, com i > j tais que a’ = &/. Como num
dominio de integridade podemos cancelar factores n3o nulos, temos a' ™/ = 1.
Mas a # 1 implica i — j > 1, donde 2! é o inverso de a. O

Corolario
Para qualquer primo p, o anel Z, dos inteiros médulo p é um corpo.

Demonstracao. Num dos exemplos anteriores mostra-se que Z, é um
dominio de integridade. Para concluir a demonstracdo basta agora usar a
proposicao anterior. O

Este coroldrio juntamente com um exemplo dado (que diz que Z, n3o é
um dominio de integridade se n n3o for primo) mostra que Z, é um
corpo se e s se n for primo.
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Exemplo

Seja Q[v2] = {a+ bV2 | a,b € Q}, com as operagdes

(a+bvV2)+ (c+dvV2)=(a+c)+ (b+d)V2
) (a+ bv2)(c + dv/2) = (ac + 2bd) + (ad + bc)V/2,
(a, b,c,d € Q).

E fécil ver que Q[v/2] é um anel comutativo com elemento identidade.
Visto como um nimero real, o inverso multiplicativo de a + b2 é
1/(a+ b\/2). Para verificar que Q[v/2] é um corpo basta mostrar que
1/(a+ b\ﬁ) pode ser escrito na forma ¢ + dv/2, com ¢,d € Q.

Para o conseguir, o que temos a fazer é “racionalizar o denominador”:

1 B 1 afbﬁi a b NG
a+bV2 a+b/2a—by2 a2—2b2 22-2bp2 "

(Note-se que a + by/2 # 0 garante que todos os denominadores s3o n3o
nulos.)

Fo poar
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Ideais e anéis quociente

Definicao
Um subanel T de um anel A diz-se um ideal (bilateral) de A se, para
quaisquer a € A e i € T, tanto ai como ia pertencem a L.

Assim, um subanel Z de um anel A é um ideal de A se Z “absorver” os
elementos de A, isto é, se, para todo o elemento a € A,
aI={aili€eZl}=TeZa={ia|liel}=1.

Exemplo

Para qualquer anel A, tanto {0} como A sdo ideais de A.

Exemplo

Para qualquer inteiro positivo n, o conjunto nZ dos mdltiplos de n é um
ideal de Z.

Facuioan
i
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Exemplo

Seja A um anel comutativo com elemento unidade e seja ac€ A. O
conjunto (a) = {ra | r € A} é um ideal de A, dito o ideal principal gerado
por a.

Exemplo

Seja A um anel comutativo com elemento unidade e sejam

a1, az,...ap €A Oconjunto (a) ={nai+ nax+...+ra,|reA}é
um ideal de A, dito o ideal gerado por a1, ay, ... a,.

Facuioan
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Anéis quociente

Sejam A um anel e 7 um ideal de A. Atendendo a que A, com a adi¢do,
é um grupo e Z é um subgrupo normal, podemos formar o grupo
quociente: A/Z ={a+ T | a € A}. Poderemos definir (de forma natural)
uma multiplicagdo por forma a obter um anel? Vamos ver que sim, desde
que Z seja um ideal e n3o apenas um subanel.

Proposicao

Sejam A um anel e T um subanel de A. O conjunto das classes laterais
{a+7Z|aec A} é um anel com as operagcdes

(r+D)+(s+I)=(r+s)+Ze(r+Z)(s+I)=(rs)+7T

se e so se I for um ideal de A.

Demonstracao. Vejamos que se Z for um ideal, entdo a multiplicag3o estd
bem definida. Suponhamos que a+Z = a’'+7 e que b+Z = b’ +Z. Devemos
mostrar que ab+Z = a'b’ + I.

Facuioan
i
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Por defini¢io, existem i,j € T taisque a=a’ +ie b= b+ j. Entio
ab=(a"+ )b +j)=a'b +ib +aj+ i,
logo
ab+Z=ab+ib+aj+ij+I=ab+1I,
pois Z absorve ib’ + a’j + ij.
Suponhamos que Z é um subanel que n3o é um ideal de A. Ent3o existem
acAei€Ztaisque ai €7 ou ia g Z. Admitamos que ia ¢ Z. Consideremos
os elementos i+Z=0+Zea+Z. Claroque (i+Z)(a+Z)=ia+Z, mas
(0+Z)(a+Z)=0-a+Z=17. Como ia+Z #Z, a multiplicacdo n3o estd
bem definida e, portanto, o conjunto das classes laterais com estas opera¢&es
n3o forma um anel.

Os detalhes restantes sdo simples e ficam como exercicio. O

Exemplo

Consideremos o anel quociente Z/4Z = {0+ 4Z,1 + 47,2 + 47,3 + 4Z}.
Vejamos como se adicionam e multiplicam 2 4+ 47 e 3 + 4Z.
(2+4Z)+ (3+4Z)=5+4Z=1+4+4Z =1+ 47,
(2+4Z)3+4Z)=6+4Z =2+ 4447 =2+ 47.

Facuioan
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Exercicio
Sejam A = {( i 5 ) | a,b,c,d e Z} e 7 o subconjunto de A das

matrizes cujas entradas s3o inteiros pares.
1. Mostre que Z é um ideal de A.
2. Quantos elementos tem o anel quociente A/Z?

A resposta a segunda alinea é: 16. (Exemplo:

317 11 2 16 11
(o —11>+I<0 1)+(0 —12>+I<0 1)+I')

Facuioan
i
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