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Recordamos a tabela de Cayley de D, (simetrias do quadrado):

| po | poo | piso|poro|h |v | |db |
Po po | poo | piso | p2ro | h v di >
090 poo | p1so | pP270 | Po d> di h v
p1so || p1so | paro | po | poo | Vv h d | di
p2r0 || p2ro | Po poo | pieo | dh d> v h
h h di v d> P0 P180 | Poo | p210
v v d | h di | po | po | p270 | poo
di d1 v do h p270 | Poo | Po P180
d> d> h di poo | paro | p1so | po

Note-se que temos as relacdes: pg, = h*> = (paoh)? = po
entre pgo e h podem ser deduzidas destas. (Deduza, por exemplo, que

hpoo = p3oh.)

. Outras relacdes

Temos assim que D, é um grupo gerado por dois elementos a e b sujeitos
3s relagdes a* = b% = (ab)? = e e que todas as outras relagdes entre a e
b podem ser deduzidas destas.
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A um conjunto A= {a, b,c,...} de simbolos distintos (a que chamamos
alfabeto) associamos um conjunto A~1 = {a=1 b=1 c71 ...}, que se
obtém substituindo cada simbolo x de A por a~!.

Denotamos por W(A) o mondide livre sobre o conjunto AW A™L, isto &,
o conjunto (AW A‘l)* das palavras da forma ajasas - - - ax, onde cada a;
pertence a AW A~L. Consideramos que a palavra vazia, isto é, a palavra

sem letras, também pertence a W/(A). Denotamos a palavra vazia por e.

Em W(A) definimos uma multiplicacdo por justaposicdo, isto é, o
produto da palavra ajasas---ax com a palavra bybybs - -- by é a palavra
diazas - - akb1b2b3 s bg.

Note-se que esta operacdo é associativa e que tem elemento neutro: a
palavra vazia.

Definicao
Dizemos que uma palavra u € W(a) estd relacionada com uma palavra
v € W(A) (e escrevemos u ~ v) se v poder ser obtida a partir de u

inserindo ou apagando palavras da forma xx~1 ou x 1x, com x € A, um
ntimero finito de vezes.
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Exercicio
Mostre que a relacdo antes definida é uma relagdo de equivaléncia.

Exemplo

Seja A = {a, b,c}. Entdo abb~lc ~ ac; aa~lbcc bt ~ €. Note-se que

bab~lc o ac

Denotamos a classe de equivaléncia de uma palavra u por @, isto &,
u={ve W(A)|u~v}

Proposicao

O conjunto F(A) de todas as classes de equivaléncia de elementos de

W(A) com a operagcdo T -V = Tv é um grupo.

Exercicio

Faca a demonstracdo da proposicdo anterior.

O grupo F(A) diz-se o grupo livre sobre A.

Facuioan
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A demonstracdo da proposicdo seguinte (que revela a grande importancia
que tém os grupos livres) pode encontrar-se na bibliografia.

Proposi¢do (Propriedade universal)
Todo o grupo é imagem homomorfa de um grupo livre.

Como consequéncia do teorema fundamental do homomorfismo (para
grupos) tem-se:

Corolario
Todo o grupo € isomorfo a um grupo quociente de um grupo livre.

Definicao

Seja G um grupo gerado pelo conjunto {ay, as,...,a,} e seja F o grupo
livre sobre A. Seja W = {wy, wy, ..., w;} um subconjunto de F e seja N
0 mais pequeno subgrupo normal de F contendo W. Dizemos que G é
dado pelos geradores ay, as, . .., a, € pelas relagbes

Wi = Wy =...= w; = e se existir um homomorfismo sobrejectivo de
F/N em G que envia a;N em a;.

Facuioan
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Nas condicdes da definicdo, a notacdo usada é
G = <81,22,...,an | wp = W2:~-~Wt:€>.
Diz-se entdo que
(al,az,...,a,, | wp = W2:~'~Wt:e>
é uma apresentacio de G.

Na pratica, ndo nos preocupamos em saber como é o subgrupo normal
que contém as relagbes: manipulam-se os geradores e trata-se tudo o que
estd em N como sendo a identidade.

Exemplo
Tem-se Dy = (a, b | a* = b> = (ab)? = e).
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Exercicio
Verifique que o grupo multiplicativo gerado pelas matrizes
1 j . .
A= < —01 0 ) e B= ( (/) (I) ),onde/:letem oito elementos e
satisfaz as relagdes A2 = B2 = (AB)?.

O grupo do exercicio anterior é conhecido por grupo dos quaternides.

Exemplo (Quaternides)
Q=(a,b|a® = b*=(ab)?).

Proposicao

A menos de isomorfismo, existem exactamente 5 grupos de ordem 8:

Zg, Z4 X ZQ, ZQ X Zz X ZQ, D4 e Q

O teorema fundamental permite tratar o caso dos grupos abelianos. Para
completar a demonstragcdo basta mostrar que qualquer grupo nao
abeliano de ordem 8 satisfaz as relacdes que definem D, ou as relacGes
que definem Q. (Usa-se o facto (simples) de que se um grupo é tal que o
quadrado de qualquer seu elemento é a identidade, ent3o esse grupo é
abeliano, para concluir que um grupo n3o abeliano de ordem 8 tem um
elemento de ordem 4.) e
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Grafos de Cayley

Definicao
Seja G um grupo e A um conjunto de geradores de G. O grafo de Cayley
do grupo G com conjunto de geradores A é o grafo (dirigido) C(A: G)
definido do seguinte modo:

1. Cada elemento de G é um vértice de C(A : G).

2. Para x,y € G existe uma aresta de x para y se e s6 se xa =y, para
algum a € A.

Nota
Usando os pacotes GAP automata e sgpviz € facil visualizar grafos de

Cayley de semigrupos.

Proposicao
Sejam G um grupo abeliano e A um conjunto ndo vazio de geradores de
G. Entdo C(A: G) tem um caminho hamiltoneano (i.e., um caminho que

passa por todos os vértices exactamente uma vez.
Fracuioac
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