Propriedades dos inteiros

Como seria de esperar, o Teorema Fundamental da Aritmética tem
imensas consequéncias importantes. Por exemplo, dadas factorizacdes em
poténcias primas de dois inteiros, é imediato reconhecer se um deles
divide o outro ou se os niimeros s3o primos entre si.

Dados dois inteiros podemos sempre supor (usando para o efeito
expoentes nulos, se necessario) que temos factorizagdes desses inteiros
que usam exactamente os mesmos primos. E facil verificar o seguinte:

Proposicao
Sejam a = p{"'ps?...p* e b= pfpo2 . ..pfk, com k > 1,
p1, P2, - - -, Pk Ndmeros primos e «;, 3; > 0 inteiros, as factorizacbes de

dois nimeros inteiros a, b maiores do que 1. Entao,

mdc(a, b) — p;nin(m,ﬁl)przhin(mﬁz) o p;ﬂin(ak”gk)

mmc(a, b) = p;nax(abﬁl)p;nax(az,ﬁz) . p?ax(ak,ﬁk)
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Exemplo

Sejam a = 2200 e b = 5250. Factorizando estes inteiros em nimeros
primos temos a =23.52.11' e b =21 -31.53. 71 ou seja:

a=23.30.52.70. 11 e p=21 .3 .53 . 71 . 110,

Ent3o,

mdc(a, b) — 2min(3,1) . 3min(0,1) . 5min(2,3) . 7min(0,1) . 11min(1,0)
=21.30.52.70.110
=2.52
=50

mmc(a, b): 2max(3,1) . 3max(0,1) . 5max(2,3) A 7max(0,1) . 11max(1,0)
=2%.30.5%. 71 .11t
= 231000

Facuioan
i
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Propriedades dos inteiros

A escrita formal usada na proposicdo e no exemplo anteriores, é
usualmente substituida pelas regras praticas seguintes:

e O maximo divisor comum de dois inteiros é igual ao produto dos
factores primos comuns, cada um elevado ao menor dos expoentes.
Quando n3o existem factores primos comuns os nimeros s3o primos
entre si.

e O minimo miiltiplo comum de dois inteiros é igual ao produto dos
factores primos ndo comuns e dos comuns, cada um elevado ao
maior dos expoentes.

Exemplo

Vamos determinar mdc(36, 60) e mmc(36,60). Utilizamos as
factorizacdes em poténcias primas: 36 = 22-32 e 60 = 22 .31 .51,
Tem-se, mdc(36,60) = 22 - 3! = 12 e mmc(36,60) = 22 - 32. 5! = 180.
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Aritmética modular

Muitos problemas do dia-a-dia podem ser simplificados pela aritmética
modular. A ideia bésica consiste na escolha de um inteiro n (que depende
do problema e é chamado mddulo), e na substituicdo dos inteiros
envolvidos pelo resto da sua divisdo por n.

Exemplo

Sendo hoje terca-feira, que dia da semana serd daqui a 1000 dias?
Utilizar o calendario para responder seria pouco pratico... Mais prético
seria agrupar os 1000 dias em conjuntos de 7 e ver quantos sobram. Ora,
1000 = 142 % 7 + 6. Assim, daqui a 1000 dias teremos o mesmo dia da
semana que daqui a 6 dias. “Segunda-feira” é a resposta.

Definicao
Seja n um inteiro positivo. Dois nidmeros inteiros a e b dizem-se
congruentes médulo n se tiverem o mesmo resto na divisdo por n. Se a é

congruente com b mddulo n escreve-se a = b (mod n). _—
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O resultado seguinte, de facil demonstra¢do, proporciona uma util
definicdo alternativa de congruéncia médulo n.

Lema
Seja n um inteiro positivo. Dois nimeros inteiros a e b sdo congruentes
mddulo n se e s6 se n | (a — b).

Lema (Propriedades)
SejaneN, a, b, c,d € Z, tem-se:
(i) a=a (mod n);
se a= b (mod n), entdo b= a (mod n);
sea=b (mod n) e b= c (mod n), entdo a= c (mod n);

)
)
)
(v) sea=b (mod n) e c =d (mod n), entdo ac = bd (mod n);
) sea=b (mod n) ed|n, entdo a= b (mod d);

)

se a= b (mod n), entdo mdc(a, n) = mdc(b, n).

Facuioan
i
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Como aplicacdo, podemos estabelecer critérios de divisibilidade de m em
termos dos algarismos da sua representa¢do decimal.

Exemplo

llustrag¢ao do critério: “o natural m é divisivel por 3 se e sé se a soma dos
algarismos da sua representacao decimal é divisivel por 3".
Observemos que

10 =1 (mod 3), donde 10X =1 (mod 3), Vk € N.
Para m = 84951, fazemos
84951 =8-10*+4-103+9-102+5-10' +1
logo
84951 (mod 3) =8+4+9+5+1 (mod 3) =27 (mod 3) =0 (mod 3).

Concluimos que 84951 ¢ divisivel por 3 sem usar o Algoritmo da Divis3o!

Fo poar
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Exercicio
Estabeleca critérios de divisibilidade por 3 e por 9.

Proposicao

Sejam n um nidmero natural e a, x, y inteiros. Se ax = ay (mod n),
entdo x = y (mod m)

Demonstragdo. Suponhamos que ax = ay (mod n). Sendo d = mdc(a, n),
temos que mdc (3, %) = 1. Da hipdtese vem que n divide ax — ay = a(x — y),
donde se tira que 4 divide 3(x — y). Como 5 e Z sdo primos entre si, segue-se
que 5 divide (x — y), ou seja, que x = y (mod —7—). O

mdc(a,n)

Corolario
Sejam n um natural e a, x,y inteiros. Se ax = ay (mod n) e mdc(a,n) =1,
entdo x =y (mod n).

Facuioan
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Teorema de Euler

Definimos (1) = 1. Seja n > 1 um inteiro. Representamos por ¢(n) o
nimero de naturais menores que n e que sdo primos com n. A fungdo ¢
é conhecida por fun¢do de Euler e estd implementada no GAP:

Exemplo

gap> Phi(3); Phi(6);Phi(9);Phi(10);Phi(11);Phi(10%11);
2

2

6

4

10

40

E imediato observar que se p é primo, entdo p(p) = p — 1.
Fracuioac
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Prova-se o seguinte resultado. Devido a ele diremos por vezes que a
fun¢do de Euler é multiplicativa.

Proposicao

Sejam n e m nidmeros naturais primos entre si. Ent3o,

@(nm) = ¢(n)e(m).

O resultado seguinte estd na base do sistema RSA que abordaremos mais
tarde.

Teorema (Teorema de Euler)

Seja n um ndmero natural. Se a € um inteiro primo com n, ent3o
a#(" =1 (mod n).
Corolério (Pequeno Teorema de Fermat)
Sejam a um inteiro e p um ndmero primo. Se p ndo dividir a, entdo
a1 =1 (mod p).
LGTT
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Uma das aplicagdes do Teorema de Euler é a simplificacao de
congruéncias.

Exemplo

Vamos determinar os dois ultimos algarismos da representacao decimal
do niimero 31492 Isto é equivalente a encontrar 31492 (mod 100), isto &,
o resto da divisio de 3492 por 100.

Como mdc(3,100) = 1 estamos nas condi¢cdes do Teorema de Euler, que
permite escrever 3¥(190) =1 (mod 100).

Tem-se p(100) = ¢(4) - v(25) = 2 - 20 = 40, resultando assim que

3%0 =1 (mod 100). Além disso, 3*° = 1 (mod 100), para qualquer

k € N. Visto que 1492 = 12 (mod 40), entdo 342 = 312 (mod 100).

2
Ora, 32 = ((3*)?) = (27%)" = 7292 = 29? (mod 100) = 841
(mod 100) = 41 (mod 100).

Portanto, os dois ultimos algarismos da escrita decimal do nimero
sioo4eol.

31492

Fo poar
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Exemplo

Vejamos que 18 | 51090 4 5,

Ora, p(18) = ¢(2) - ¢(3%) = 1-6 = 6. Pelo Teorema de Euler temos que
59 =1 (mod 18), ja que mdc(5,18) = 1. Como 1000 = 6 - 166 + 4, vem
que 51000 = (56)166 . 5% = 1. 252 = 72 (mod 18). Tem-se

72 +5=54=3-18, logo 5190 + 5 =724+ 5=0 (mod 18).

Exercicio
Verifique se 17 | 3233 4 1.

Facuioan
i
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Congruéncias Lineares
Uma congruéncia da forma aX = b (mod n) diz-se uma congruéncia
linear. As congruéncias lineares podem ser manipuladas como equacgdes
as algébricas, excepto no que diz respeito a “lei do corte” para o produto.

Definicdo (Inverso (médulo n))

Seja a um ndmero inteiro ndo nulo. Diz-se que ' é um inverso de a
mddulo n se aa=aa’ =1 (mod n).

Teorema
Um inteiro ndo nulo a tem inverso mddulo n se e s se mdc(a, n) = 1.

Demonstragdo. Se a tem inverso médulo n, entdo 32’ € Z: a’'a=1 (mod n),
isto é, n| a’a— 1. Donde se obtém a’a+ (—k)n =1, para algum k € Z, e,
portanto, 1 pode-se escrever como combinacdo linear de a e n. Logo,

mdc(a, n) = 1. Reciprocamente, se mdc(a, n) = 1 ent3o, existem x,y € Z tais
que ax + ny = 1. Daqui resulta que n | ax — 1, ou seja, ax =1 (mod n).
Consequentemente, x é um inverso de a médulo n. O
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Propriedades dos inteiros Aritmética modular

O GAP permite determinar um inverso médulo n (positivo e menor que
n) de um inteiro inteiro a, no caso de este existir.

Exemplo

gap> 37-1 mod 5;

2

gap> 2°-1 mod 23; 37-1 mod 23;
12

8

Facuioan
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