Aplicacdes (deteccdo de erros e sistema RSA)

Exemplo

Sabe-se que a mensagem "1727; 432; 2102" foi obtida por codificacdo
usando o cédigo RSA com a chave piblica m = 4037 e ¢ = 523. Sabe-se
ainda que para a correspondéncia entre letras do alfabeto e niimeros foi
usado o cédigo ASCII (em particular, as letras mintsculas correspondem,
por ordem, aos niimeros 97,...,122). Por exemplo, a letra “n"
corresponde ao nimero 110. Uma vez que m é pequeno, n3o deve ser

dificil descodificar a mensagem. Consegue fazé-lo?

Verifica-se facilmente que m = 11 - 367, sendo que 367 é primo. Entdo
©(m) = 3660 e d = 7. Obtém-se entdo “110; 97; 111" que corresponde
3 mensagem “nao”.

Fo poar
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Teoria de Grupos

Damos agora inicio a parte principal do programa desta disciplina: uma
introducdo a teoria de grupos.
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Simetrias do quadrado

Suponhamos que um quadrado é retirado de um plano, movimentado no
espaco e depois recolocado no plano.

A recolocacdo do quadrado no plano pode ser feita de oito modos
possiveis, pois a (nova) posicdo do quadrado no plano fica definida pela
localizagdo de um dos vértices (quatro possibilidades) e pela orientacdo
(voltado para cima ou para baixo: duas possibilidades).

Assim, cada movimento que facamos com o quadrado no espaco sera
equivalente a um dos movimentos ilustrados a seguir.
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4 3 4 3
.. . Po
po € a identidade 1 2 — 1 2
4 3 2
) N ’ P90
poo € a rotacdo de 90° 1 2 — 4 1
4 3 2 1
) ; plgo
piso € a rotacdo de 180° 1 2 — 3 4
4 3 1 4
>
, . 270
po70 € a rotagdo de 270° 1 2 — 2 3
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4 3 1 2
h
h reflexdo sobre o eixo horizontal 1 2 — 4 3
4 3 3 4
: v
v reflexdo sobre o eixo vertical 1 : 2 — 2 1
4 3 4 1
di
dy reflex3o sobre diagonal principal 1 2 — 3 2
4 3 2 3
di
d> reflex3o sobre diagonal secunddriall” 2 — 1 4
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Estes movimentos podem ser compostos.

Exemplo
o P

1

4

o =5 3

Conclui-se assim que pgod; = h.

P90
—_—

Procedendo como no exemplo anterior, ndo é dificil construir a tabela de

Cayley (ou tabela de multiplicagdo) seguinte:
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[e]e]e]e] }

Po P piso P20 h v d o
pPo | po P pPo p2r0 N d
poo | poo  pieo p2ro po  da  di h v
p18o | P180  P210 PO Poo V h d di
p270 | 270 Po peo  po di dr v h
h P270
v o P270
d P270
d> P270 Po

Exercicio

Complete a tabela anterior.

O que fizemos anteriormente para um quadrado pode ser feito para um
tridngulo equilatero ou mais geralmente para um n-agono regular, com
n > 3. A estrutura assim obtida representa-se por D, e designa-se por
grupo diedral de ordem 2n.
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Seja G um conjunto. Uma operacdo bindria em G é uma funcdo de

G x G em G, isto é, uma funcdo que a cada par ordenado de elementos
de G associa um elemento de G.

Exemplo

Tanto a adicdo médulo n como a multiplicacdo médulo n sdo operagdes
bindrias sobre o conjunto {0,1,...,n—1}.

Lembramos que, por exemplo, a adicdo mdédulo n é definida por a+,b=a+b
(mod n), sendo que x (mod n) é o resto da divisdo de x por n.
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Defini¢do (grupo)

Seja G um conjunto ndo vazio munido de uma operagdo bindria
(habitualmente designada por multiplicacdo) que a cada par ordenado
(a, b) de elementos de G associa um elemento de G (habitualmente

denotado por ab).
Dizemos que G é um grupo com esta operacdo se forem satisfeitas as

seguintes propriedades:
1. a operagdo € associativa, isto €,
(ab)c = a(bc),Va, b, c € G;
2. existe elemento neutro para a operagcdo em causa, isto €,
dee G,Va€e G :ae=ea=a;

3. cada elemento tem um inverso, isto €,
Vac G,3a’ € G:ad =da=c¢e.

Facuioan
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Nalgumas situa¢des é mais conveniente (ou mais comum...) chamar
“adicd0” a operagdo bindria, usando-se neste caso notag3o aditiva (a+ b
em vez de ab). Neste caso usamos a terminologia “simétrico” em vez de
“inverso”.

Pode haver conveniéncia em explicitar a operacdo que estamos a
considerar. Neste caso usaremos uma notagdo do tipo (G, §) para indicar
que 0 é a operagdo que nos interessa.

E facil verificar que existe um Unico elemento neutro de um grupo. E
habitual designé-lo por identidade e representa-lo por 1 (no caso de estar
a usar notagdo aditiva representa-se por 0). E também facil verificar que
cada elemento de um grupo tem um (nico inverso. O inverso do
elemento a denota-se por a~! (no caso de estar a usar notac3o aditiva
representa-se por —a).

Exemplo

O conjunto Z dos inteiros com a adi¢do usual é um grupo. A adi¢do
usual € associativa, 0 é o elemento neutro e —a € o simétrico de a.
Também Q e R s3o grupos com a adi¢3o usual.

Algebra (Curso de CC) Ano lectivo 2005/2006

108 / 123



Introdugdo a Teoria de Grupos
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Exemplo

Seja n um inteiro positivo. O conjunto Z, = {0,1,...,n— 1} com a
adicdo médulo n é um grupo, o grupo dos inteiros médulo n. O elemento
neutro é 0 e o inverso de j é n — .

Exemplo

O conjunto R* = R\ {0} dos niimeros reais n3o nulos é um grupo para a
multiplicacdo usual. 1 é o elemento neutro e 1/a é o inverso de a.

Exemplo

O conjunto Z dos inteiros ndo nulos n3o é um grupo para a
multiplicagdo usual. 1 é elemento neutro, mas n3o existe b € Z tal que
2b =1, logo 2 n3o tem inverso.
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