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Exame modelo de Elementos de Mateḿatica II
(Cursos de BQ, CTA, EFQ, Q)

Junho de 2003

Nome:

Número de identificaç̃ao: Curso:

Observaç̃oes:

– Desligue o teleḿovel.

– A prova tem a duraç̃ao total de 3 horas.

– A cotaç̃ao da prováe de 20 valores, estando a cotação de cada questão indicada entre parêntesis
ao lado da letra ou ńumero que a identifica. Salvo indicação em contŕario, estaé distribúıda
equitativamente pelas respectivas alı́neas. A realizaç̃ao daúltima quest̃ao é opcional para os
alunos que fizeram o mini-teste.

– À primeira quest̃ao deve respondersem apresentar quaisquer cálculos. Note que a ausência
de respostáe prefeŕıvel a uma resposta errada. As respostasàs restantes questões devem ser
cuidadosamente justificadas.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A. (7 valores, distribúıdos do seguinte modo: cada resposta correcta vale 1 valor; cada resposta errada
vale -0,3 valores. A classificação desta questão é o ḿaximo entre a classificação nela obtida e 0
valores.)

Para cada uma das alı́neas desta questão s̃ao indicadas quatro respostas alternativas, das quais apenas
uma est́a correcta; assinale-a com um cı́rculo à volta do ńumero correspondente.

1. SejamM eL matrizes quadradas de ordem 4 tais que|M |= 2 e|L |=−1. Seja

K =
(

2
3

M

)−1

×
(
−1

3
L

)t

×
(
M2) .

Ent̃ao o determinante|K | é

(i) 1/9. (ii) −1/8. (iii) 1. (iv) 4/9.

2. O conjunto de vectores{(0,−1,a),(2,2,0),(b,1,0)} geraR3

(i) sea = b = 0. (ii) sea2 = b.

(iii) quaisquer que sejam os números reaisa eb. (iv) seab 6= a.

(v.s.f.f.)
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3. SejaA =

−1 −1 4
1 −1 4+a
2 0 −1

. O sistema homoǵeneoAX = 0

(i) é imposśıvel sea =−1.
(ii) é imposśıvel qualquer que seja o número reala.
(iii) é posśıvel e determinado qualquer que seja o número reala.
(iv) é posśıvel e indeterminado sea =−1.

4. Considere os determinantes∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −1 0
−2 0 1 11
−1 1 0 −5
2 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ e ∆2 =

∣∣∣∣∣∣
2 1 0
−1 0 1
0 −5 11

∣∣∣∣∣∣. Tem-se

(i) ∆1 = 2∆2. (ii) ∆1 = ∆2. (iii) −∆1 = ∆2. (iv) ∆1 =−2∆2.

5. Sejaϕ : R3 → R2 uma aplicaç̃ao linear. Pode concluir que:

(i) ϕ nãoé sobrejectiva. (ii) {(1,1),(0,−2)} é uma base para Im(ϕ).

(iii) dim(N(ϕ)) 6= dim(Im(ϕ)). (iv) 2dim(N(ϕ)) 6= dim(Im(ϕ)).

6. SejaFa = 〈X−a,X2−X,X2 +X〉 um subespaço vectorial deR2[X]. Tem-se que

(i) dim(Fa) = 3, qualquer que seja o número reala.
(ii) dim(Fa) 6= 3, qualquer que seja o número reala.
(iii) dim(Fa) = 2, qualquer que seja o número reala.
(iv) nenhuma das restantes respostasé verdadeira.

7. Sejaϕ um endomorfismo deR3 tal queN(ϕ) = 〈(1,2,3)〉. Ent̃ao Im(ϕ) pode ser

(i) 〈(3,1,0)〉. (ii) 〈(3,1,0),(0,1,1)〉. (iii) R2. (iv) R3.
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Nome:

B. (2 valores)

Considere o seguinte sistema de equações lineares sobre o corpo dos números reais:
x+2y−4z = −1
x−y+(a−2)z = b+2
2x+y−3z = 0

1. Discuta o sistema em função dos par̂ametrosa eb.

2. Resolva o sistema paraa = 2 eb =−1.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

C. (4 valores) Sejaϕ : R3 → R3 a aplicaç̃ao definida porϕ(x,y,z) = (x+y−z,x+2y+3z,x+y).

1. Mostre queϕ é uma aplicaç̃ao linear.

2. DetermineN(ϕ) e diga seϕ é injectiva.

3. Determine uma base para Im(ϕ) e diga seϕ é sobrejectiva.

4. Determine a matriz que representaϕ, considerando a base ordenada( (1,1,0),(1,0,1),(0,1,0) )
no espaço de partida e a base canónica no espaço de chegada.

5. Partindo da matriz obtida na alı́nea anterior e usando matrizes de mudança de base, determine
a matriz que representaϕ considerando a base canónica tanto no espaço de partida como no
espaço de chegada.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

D. (3 valores) Considere a matriz realA =

 1 1 −2
−1 2 1
0 1 −1

.

1. Determine os valores próprios deA, assim como os vectores próprios associados a um deles.

2. DetermineA2 +2At .

3. Diga se a matrizA é invert́ıvel e, em caso afirmativo, determine a sua inversa.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

E. (4 valores)Quest̃ao opcionalpara os alunos que realizaram o mini-teste do dia 20 de Março de 2003.

Se realizou o mini-teste, indique se pretende que a classificação relativa a esta questão seja a obtida
no mini-teste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Sim � Não�
Caso tenha respondido “Não” ou ñao tenha realizado o mini-teste, resolva as alı́neas seguintes:

1. Calcule o integral
∫∫

D

x(lny)3

y2 dA, sendoD =
{
(x,y) ∈ R2 : 1≤ y≤ e, 0≤ x≤√

y
}

.

2. Determine os ḿaximos e ḿınimos locais e os pontos de sela da função definida emR2 por

f (x,y) = y3−x2y+x2−y2.


