
�� ������� ������� �� ������������� ��������� ���� ������ ����

�������� ��� �������� �� ���� ���������� �������� �� �������

��� ����� �����∗

��� � ����� ��������� �� ��������
������������ �� ������ ��������

��������

�� ���������� ������� �� P �� ������ ������ �� ��� ����
����� �� ��� ��������� �������� �� ��������� ��� �����
�� P ������� ��� �������� ����� ���� ��� ��� ��������
�� � ����� �� ���� ���� ��� ������� �� ��������� �
������� ����� ��� ��� ��� �������� �� � ���� ��������
��� ������� �� ������� ������ ��� ������ ����� �� ���
��������� �� �� �������� �� �������� �� ��� ��������

������������

��� ��������� ��� ������� ������� ��� � ������� P ����
��� � ������� ��� �� ������ G �� P ���� ���� �����
����� �� P �� ���� �� �� ����� ��� ����� �� G ���� �����
����� ���� ���������� �� ��� ������� �������� ����
���� ������� ���� ��� ����� �� ���� ���� ������� �����
�� ����������� �� ������ ��� �������� ������� �� �����
������� �� ��� ������� ���������� ������ ��� ������ p ���
q �� � ������� P ��� ���� ����� �� ��� ���� ������� pq
�������� �� ������ �� ��� �������� �� P � ��� ��� V (v)
�� ��� ������ �� P ������� �� � ����� v ∈ P �� ��� ��������

��� ������ �� v� � ����� ��� G ��� � ��� S ⊆ P �� � ���
�� ������ �� P ���� ���� S ⊆ ∪v∈GV (v)� ��� ������
vi ��� vj ��� ���������� ��� ��� ���������� ��������
�� V (vi) ∩ S = V (vj) ∩ S� �� V (vj) ∩ S ⊂ V (vi) ∩ S
���� vi �������� ��������� vj � ��� vi ��� ������� vj

�� �� ������� ����� ��� �� S� ������ ���� ��� ���
�������� ������ P ��� ������ ����� ������ ������� ����
��� ������ ��� ���������� �� ��� �� �������� ��� ������

��� ������ �� ��� ��������� ������������� �����
��� ����� ������ �� ��� ������ �� ��������� ������
��� ����� ��� ������� �������� ���� �������� ����� ��
���� ��� ����� ��� ���� ���� ���� ��� ������� ��������
��� ������� ��� �� ��������� ��� ������ �� ���������
��� ������������� ������� ��� ������ �����������
��������� ��� ���� ��� ����� �� ���� ������� �������
�� �������� ����� ���� �������� �������� ��� ��
��������� ��� �� �� ��� �� ���� ������ �� ������� ���
������� �� �������� ��� �������� �� ���������� �����
����� ����� �� ����� �� �� ������� ��� ������� ���

∗������ ����������������� �������� ��������� ���������
�� ��� �������� �������� ����������� ���� ������� ���
��������� ������� ��� �� ��� ���������� ����������
������� ��� ��� � �������� ���� � ������� � ���������� ���
��� ��� ������� �����������������������

�������� �������� ���� �� ���� ���� ��� ������� ��
������� ���� ��� ��� ������ �� ���� ���������� �����

����� ����� �������� �� ��� ���������� �������� ����
���� ��� ���� ����� �� ��� ������������� ���� ������

���� ΠHV (P ) �� � ����� ΠHV (P ) �� �������� �� ������
��� ���������� ��� �������� ���� �������� �� ��� �����
�������� �� P ���� ���� ��� ��� ����� �� �������� �� ���

������ �� ���������� ��������� ���� ���������� ���
���� ������� ��� ΠHV (P ) ��� ��� ���� ����� �� ����
����� ��� � ���� ���������� �������� ��� � ���� �������
���� ������� ���� �� � ���� ���������� ��������

�������� ��� ���� �� ������ ���� ���������� ��������
��� �� ����� ������� �� ��� ������������� ��� �����
�� ���� ���������� �������� �������� ��� ����� �� ����
��������� ����� ���������� �� ���� ��� ����� ��� ���
����� ���������� ���� ��� �������� ������� ����� ���
������� ���������� ����� ��� � ��������������� �������
���������� �� ��� ���� �� ��� ���������� ���� �����
��� �� ����� �� ����� �� ���� � ����������� ���������
��� ��������� �� ������� ������ ����� ��� ��� ���
����� ���� ���������� ������� ���� ����� ��� ����
����� �� ΠHV (P ) �� � ���� ������� ��� ����� �����
����� ��� ����� ������ �� �n/6� ��� �n/4� ��� ���
������� �������� ��� ��� �������� ����� ��� ����������
��� �������� ���� ��������� ��� �������� �� �������
������� ����� ��� ���� ���� ���������� �������� ���
���� �� ���� ������ ��� ���� ������� ������� ����������
����� ��� ��� ������ ���� ���� ���������� ��������
��� ��� ������� ���� ���������� �������� ��� ����
����� ��� ������� ������ ����� ���� ���� �������
�n/4� ��� �n/6� ������� ��� ������� �������� ���
��� ������� ���� ���������� �������� ���� �������
���� �������������� �� �������� ��������� ����� ���
������ ���� �������� ��� ����� ������ �� �� ��������
���� � ������� ����� ��� ��� ��� �������� �� � ����
���������� ������� ��� �� ����� �� ������������
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�� ���� �� ��� ������ �� ���� ���� ��������� �
������� ����� ��� ��� ��� �������� �� � ���� ��������
��� ������� ������ �� �������� ������ ��� ��������
������� ������ ������ �� ����� �������

� �������� ��� �������� ������

������� � ���� ��� ���� ���������� �������� ��

������� ��� �������� �������

��� ��� ������ �� ����� � ��������� ���� ���
������������ ������� �� ������ ���� �� ���� ����
���������������� ��� ����� �� �� ������������ ��
��� ������� �� �������� ������� � ����� G = (V,E)
��� � ������������ S �� ���� |S| ≤ k� ��� k �������� �
������������ �� G �� � ������ S ⊆ V ���� ���� ��� ����
���� (u, v) ∈ E� ������ u ∈ S� �� v ∈ S� �� �����

��� ���� ���������� ������� �� ��������� ��� �
����� ����� G = (V,E) �� � ����� ������ ���� |E|
���� ��������� �������� �� ��� ������� �� ���� � ��
������ ���� ������������ ��� �� ���� � �� ������� ���
������ ������ ���������� ������ ��� ��� ������

������ �� ���� �� �� ���� ���� �������� �������
��� �������������� �� G = ({u, v, w}, {(u, v), (u, w)})�
��� ����� �� G ��� ������ �� ��� ������ uv ��� uw
����� ���� �� �������� �� ���� ���������� ��� ��� ����
����� ��� ������ �� ��� �������� u� v ��� w�

�� ����� ��� ����������� �� ���� ������ �� �� LΔ�
���� L = 1 + 2|V | + 3|E| ��� Δ = 10L� ���������
��� V = {v1, v2, . . . , vn} ������� �� ������ �� E+

i ���
������ �� ��� ����� (vi, vj) ∈ E ���� ���� i < j� ����
������ �� ���������� ����� �� j� �� ��� ������������ ��
������ ����� ���������� ��� ���� i� �� ��������� vi �� �
������� �� ������ Δ �� ��� ��� ���� �� ��� ������ ���
��� ����� �� E+

i �� ������ ������ �� |E+
i | �����������

�������� �� ������ 2Δ �� ��� ������ ����� ������
������� ��� ����������� �� vi ��� vi+1� ��� ���� ����
������� ���� �� ������ Δ ������� ���� ������ ���
������ �� ���������� ������� ���� L ����� �� ������ Δ�
��� �� ����� ��� ���� ���� ����� ��� �� ����� ����
������� ����������� ������

������ �� � ������ �� ��� �������� Ξij ������ ��� ���
���� (vi, vj)� ��� �������� �� ��� ���� ���� ��� ��������
���� N1 �� N18 �� �� ����� ��� �� ��� ����� ����
��� �������� ���� M1 �� M18 �� ��� ������ B ≡ N11

��� A ≡ M11 ��� ��� ��� ������������� ���������

��� �������� ���������� �� ��� ���� (vi, vj) ∈ E+
i �

������� �� Ξij � �� ������ �� �������� ��� Oij �� ���
����� ���� ���������� ��� ���� (vi, vj) ��� AiBi ���
AjBj ��� �������� ���������� �� vi ��� vj � ��������
���� Oij � ����� �������� ����� ��� ���������� �����
���� ���� Oij � �� � ������ ������������� �� ���
�������� ��� ��� ������ ��� ���� ��� ��� ������
�� ��� ������������� �������� �B ��� A� �� � ���� ��
������ Ξij � ��� ��������� �� ���� ������ ���� �� ����
���� AiBi ������ AjBj� �� ��� ������� �� ��� ������
��� �� ��� ������� ���� A ������ B� ���� ����� ���� X
����� ����� ��� �������� �� ��� �� ������� �� ���
������� ���������� �������� ������� ���� �� ��� ��
����� �� �� ���� �� ������� ��� �������� �� ����������
����� ��� ���� ��� ��������� �� ��� ���� ����������
������� �������� �� ��� ���������� ���� �� ��� ����
����� �� � �������� ��� ���� �� ������� �� � �����

����� ������ � ����� ����� ���� X�� ��� ��������� ���
�������� M16� M12� M8� M7 ��� M5 �� ��� ����� ����
��� N16� N12� N8� N7 ��� N5 �� ��� ���� ����� ���
����� ��������� �� ����� ����� ����� ���������������
���� �� ������ �� ����� ����� �������� ��� �� �����
���� ������ ��� ��� ���� A ��� B �� ���� ��� ��� �����
��������� ��������� ��� ��� ������ ������ ����� �����
��������������� ���� ��� ��� ��� ������ �������� �����
���� A �������� �� N8� N1 ��� M8� �� ����� ���� B
�������� �� N8� M1 ��� M8�� ������� ����� �� ���
������ �� ����� ��� ��������� ������ ��� �� ���� ���
���� �� �� ������ �� �� ���� ���� ���� ����� ��� ��
������� �� ��� ������� �� ��� ��� ���� �� ��� �������
���� ���� ��� ��������� �������

�� ����� ��� ����������� �� ��� �������� �� Ξij

������ � ��������� ������ ROij
���� ������ �� Oij � ��

������������� ��� ������������� �� ��� ������ Ai� Bi

��� Oij ������ � ��������� ������ ���� �� ��� ������
���� ������ �� ��� ����� ������ ��� ����� ��

x�Ai
= (2i− 1 + 3

�
k<i |E+

k |)Δ
x�Bi

= x�Ai
+ Δ

x�Oij
= x�Bi

+ 2Δ + 3Δ |E+
i ∩ {(vi, vj�) : j� < j}|
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�� ������� ������� �� ������������� ��������� ���� ������ ����

���� ������������� �� �� ����� xi ��� xj �� xi =
(x�Oij

− x�Bi
)/Δ ��� xj = (x�Aj

− x�Oij
)/Δ� �����

������ ��� ��������� ������ ROij
� �� ����

Ai = (−(xi + 1)Δ, LΔ) Aj = (xjΔ, LΔ)
Bi = (−xiΔ, LΔ) Bj = ((xj + 1)Δ, LΔ)

��� �������� xi ≥ 2 ��� xj ≥ 2� ����� �� ����� A ���
B �� ��� ������������ ������ �� ��� ���������� ����� ��−−−→
OijAi ���

−−−→
OijBj ���� ��� ���� y = −4L� ���� ��� ��

A = (4xi + 4,−4L) ��� B = (−4xj − 4,−4L)� ���

��� ����
−−→
AAi ���

−−→
BBj ����� ��� ���������� ����� ��

��� ������� ����
−−−→
OijAi ���

−−−→
OijBj � ��� �������� ��

��� ���������� ���� CA = cone(A, AiBi) �� ����������
�� ��� �������� M1 ��� M13� �� �������� M1 �� ���

������������ ��
−−→
AAi ���� ��� ���� y = −2L ��� M13

�� ��� ������������ ��
−−→
ABi ���� ��� ���� y = −3L�

���������� M1 = (2xi +2,−2L) ��� M13 = (τi,−3L)�
���� τi = 3xi + 3 + Δ

Δ+4 � ������� ��� �������� �����
AAi ��� ABi ��� ����� �� ��� ��������� ����������

AAi : y =
−L

xi + 1
x

ABi : y =
−L(Δ + 4)

xi(Δ + 4) + 4
x +

4LΔ
xi(Δ + 4) + 4

���������� ��� �������� N1 ��� N13 ��������� ���
�������� �� ��� ���������� ���� CB = cone(B, AjBj)�
����� N1 = (−2xj − 2,−2L) ��� ������������ ��

−−→
BBj

���� y = −2L ��� N13 = (τ̃j ,−3L) ��� ������������

��
−−→
BAj ���� y = −3L� ���� τ̃j = −3xj − 3 − Δ

Δ+4 �
��� ����������� �� ��� �������� �� Ξij ���

M1 = (2xi + 2,−2L) M2 = (2xi + 2,−4L)
M3 = (2xi + 1,−4L) M4 = (2xi + 1,−3L)
M5 = (2xi,−3L) M6 = (2xi,−6L)
M7 = (2xi + 1,−6L) M8 = (2xi + 1,−5L)
M9 = (τi,−5L) M10 = (τi,−4L)
A = (4xi + 4,−4L) M12 = (4xi + 4,−3L)
M13 = (τi,−3L) M14 = (τi,−2L)
M15 = (7L,−2L) M16 = (7L,−L)
M17 = (2xi + 2,−L) M18 = (2xi + 2, 0)

���� ��� Nk = (−αxj−β, γ) �� Mk = (αxi +β, γ)� ���
1 ≤ k ≤ 18� ���������� ��� ����������� �� ��� ��������
��� �� ������ �� �������� ������� ����������� ��
����� �� �������� ������� �� � ��������� ����������
�������� �� ��� ���� �� ��� ������

�� ��� ����� ����� ��� ���� ����� �� ��� ���� ����
������ �� ��� ��������� ������� �� � ����� M16� M12�
M8� M7� M5� ��� N16� N12� N8� N7 ��� N5 �������
����� ������� ��� �������� �� Ξij ������� �� ��������
���� �� ��� ����������� �� ��� ������������� ����������
����� CA ��� CB � ��� ������ ����� �� ��� ��������
�� Ξij ���� ���� ���� A ��� N16 �� M1 �������� ��� B�
M16 ��� N1�� ��� ����� ����� ������ N8� N1 ��� M8

������� ��� ��� ��� ������ �������� ����� ���� A ������
��� ��� N8� M1 ��� M8 ��� B�� ����� � ������ ���
���� ������ �� ���� �� �������� ��� ����� ��� ��� ��
����� �� ����� ���� �� ����

����� � ��� ���� ���������� ������� P ���� �� ���

������ ��� �� ������� �� 3|E| + k �������� ������ ��

��� ���� �� ��� ����� �� � ������������ �� ���� k ��� ���

�������� ����� G = (V,E)�

� �������� ��� ������ ������

������� � ���� �� ������� ��� ���� ����������

�������� ���� ������ �������

��� ��� ������ �� ��� ����� ��� �������� ���������
����� ��������� ��� ���� �� ���� �� �������� �� ���� ��

������ �� ��� ��������� ���� �� �� ���� ����
������ ������ ��� G = ({u, v, w}, {(u, v), (u, w)})� ���
������� ��� �������� �� ��� ����� ��������� �� ��� ����
������ ���� ��� ������ �������� � ����� ����� �� �
������ �� ��� ������ ������ ��� ����� Z2��

�� �������� ��� ������� �������� ���������� ���
������ � ���� ��� ������ �� ��� ����� �������� �� ����
���� ������� AiBi� ��� ���� vi ∈ V � ��� ����� ��������
�� ��� ��� ������ �������� �� Bj � ������ ��� ���������
������ ���� �� ��� ������ ���� ������ �� ��� �����
������� ��� �� ������ ��

Z1 = ((x�j + 1)Δ, L(Δ + 1) + 1)
Z3 = ((x�j + 1)Δ + 1, L(Δ + 1))
Z2 = ((x�j + 1)Δ + L, L(Δ + 1))

��� ((x�j + 1)Δ + L, L(Δ + 1) + 1)� ��� ����������
����� ��������� ���� ��� ���� ����� �� ΠHV (P ) ���
��� ��� ������� P �� ����� � ����� �� ��������� ��� ���
������� ��� ������ �� ���� � ��� ���� ��� ������ A ��
Ξij ������ ��� ��� ������ �� �� ���������� ������ ���
Bi� ���������� A ����� ��� ������ �� ��� ��������
�� P ����������� ������ �� Bi ��� �� ��� ����� �� Bi�
����� �� ���������� �� ��� ��������� �� ��� ����������
���� CA� ��� ������ �� ��� ��� ������ �������� B ����
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������ ��� ����� ������ �� ��� ���������� �������� ��
AjBj � ��� ���� j ≥ 2� �� �� �������� �� ���������

����� ��� ��� Ξij � ��� ������������ ����� �� ��� ���
−−→
BBj

���� ��� �������� ���� �������� �� ��� ������ �������
Z3 �� ����� Z3� ���� ����� ��� ��� i �� �� ����� ��� B ��

��� ��������� �������� Ξi�j � ����� ��� ����
−−→
BBj ���

������ �� ����� ������ Bj �
���� ���������� ����� � ����� ����� ���� ���� ��

������� �� ��� �� ��� �������� �� ��� ������ ������
��� ���� �� ����� �������� ���� � ����� ������ �� � ��
������� ���� ����� ���� ����� ������ ������ �������
��� ����� ������� �� � �������� ����� ��� ����� ���
����� �� � ������� ��� ���� �� ��� ������� �����
�������� �� ������ � ������������� ������� ���� ��
����������� �� ��� ����� ��� ����� �� ����� � �� ����
����� ��

����� � ��� ���� ���������� ������� P ���� �� ���

������ ��� �� ������� �� |V |+3|E|+k �������� ������

�� ��� ���� �� ��� ����� �� � ������������ �� ���� k ���

��� �������� ����� G = (V,E)�

� �������� ��� ����� ������

������� � ���� �� ������� ��� ���� ����������

�������� ���� ����� �������

��� ��� ������ �� ��������� � ��������� ���� ���
������� ���� ����� ������� ������� �� �� ����
���� �� ������� ���� ����� � ��� L = {l1, . . . , ln}
�� ����� �� ��� ������ ���� �� ��� ������� �� ������
� ��� �� ������ �� ������� ����������� ���� ���� ����
���� l ∈ L �������� �� ����� ��� ����� �� ���� ����

������� ���� �� ����������� �� �������� ���� L ����
����� ������� �������� ��� ���������� ������ ��� �����
��� ����������� ��� ��� ��������� �� �������� �� ���
������� �������������� ������� ���������� �� � ��������
��� B(L) ���� �������� ��� ������������ ������ �� �����
�� ����� �� L �� ��� ��������� ��� ���� �� ���� ���������
���� �� �������� �� ���� ��

������ �� ��� ��������� ���� ���� �� ���� ����
������ ��������� ���� ���� ��� �� ��� ������ ����
������� �� �������� ����� ���� ��� ��� ����� �����������
��� ������ ���� �� ��� ������ �������� ����� �� ���
������ �� �������� �� ������ ���� �������� ��� ��������
���� M1 �� M14� �� ��� ������ A ≡ M11��

�� ����� �� ��������� ���� � ���� ���������� �����
��� �� ��������� �� ����� � ��� ���� �� ���������
�������� �� ���� �� ����� M1 ��� M13 ������ ���
���������� ���� CA �� ��� ���� LA� ��������� �� ���
�� �������� ��� ��������� �� ��������� �� ��� ������
���� �� B(L)� �� �������� �� ���� ���� ��� �� ���� ���
������ ��� � ���������� ����� �������� ���� ��� �����
���� ��������� ��� ������ ���� �� B(L)� �� ����� ��� ��
���������� ����� �� L� �� ����� � ����� ����� �� ������
��� ���� ��������� �� ��� ��� ���������� ������ ����
������� ��� �������� ��������� �� ������������� �� ���
����� ���� ��� ������ ���� ������ �� �������� M1�� ���
����� ������� �� ��� ����� ��� �������� �� ��� ���� ��
������ �� ���� � ��� ���� M8 ���� M12 ��� M7� ���
��� ����� �������� ������ ��� A� �� ��� �������� ����
��� �������� �� P ��� �� ������� �� n + k ������ ��
��� ���� �� ����� �� � ����� ��� L �� ���� k�

����������

��� �� ������ �� �� ������ �� ������� �� ��� ��� �� �� ����
������ �������� ������������ ��� ����� ���� �����
���� ����� ��������

��� �� ������� ��� �� ����������� � ������ ������� ���
������� ��� �������� ��� �������� �� �� ��� ��������
������� ����������� �� ������� ����������

��� �� �� ������ �� �� �� �������� ��� �� �� �� ������
�� ����� ��������� ��� ���������� ������ ������ ��
��� ���������� ���� �� ����� ���� �� ������� ��� � ����

��� �� �� ���� ��� �� �� �������� �� �������� ��� ����
����� �� ����������� �������� ������������� ��������
� ������ ��� ������������ �� ������� ��������

��� �� �� ��� ��� �� �� ���� ������������� ����������
�� ��� ������� ��������� ���� ������������ �� ������
������ ������ �� ������� ��������

��� �� �� ������� ��� �� ��������� ������ ������ ��
� �������� �� ���������� ��������� ���� �� ��������
������� ��� ������� ��������� � ������� ��������

��� �� ������� ��� �� ������ �� ��� ���������� ��
�������� ���������� �� ��� ������ ����� ���� ����� �

������� ��������

��� �� ��������� ��� ������� �������� ��� �����������
������ ���������� ������ �����

��� �� ���������� ��� �� ������� ��� ������� ��������
��� ��������������� ����� ������ ������ �� �������
��������

���� �� �������� ��� ������� ��� ������������ ��������� ���
����� ���� ��� �� ������� ������ �������� �� ����
���������� ��������� ��������� �����

���� �� �� ������ �� �������� ��� �� �������� �� �����
������ �������� �� ��� ����� � ������� ������� ����
��� ����� �������� �� ��������� ��������������� ���
����� ���� ����� ��������� ������������ ��� ������
������ �������� �������� �����
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