A REINVENCAO GUIADA NA APRENDIZAGEM DE OPERACOES
COMBINATORIAS

Belmira Mota
Externato de Vila Med, Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto

belmiramota@ gmail.com

Rosa Antonia Tomas Ferreira
Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto — CMUP
rferreir@fc.up.pt

Resumo

Este trabalho resulta do envolvimento, no dmbito da disciplina de Matematica A, dos
alunos duma turma do décimo segundo ano numa experiéncia de ensino com o objetivo
de os apoiar na reinvencdo guiada das férmulas das operagdes combinatérias dos
arranjos sem repeticdo e das combinagdes, num ambiente exploratério de ensino-
aprendizagem. Numa perspetiva de Educacdo Matematica Realista, procurdmos
analisar o modo como os alunos reinventaram estas duas férmulas recorrendo ao
Modelo de Pensamento Combinatorio dos Alunos desenvolvido por Lockwood (2013).
Na investigacdo realizada, os dados foram recolhidos através da observacao
participante, gravacdes em video de aulas e recolha documental. Os resultados sugerem
que o sucesso na reinvencao das formulas das operagdes combinatdrias estd relacionado
com a familiarizacdo do aluno com os processos de contagem que conduzem as
operacdes algébricas expressas nas diferentes expressoes, o que reflete as relagdes
descritas entre as componentes do modelo de Lockwood. Os dados recolhidos indicam
uma relacdo muito forte entre os processos de contagem e as férmulas/expressdes que
traduzem a resposta aos problemas em causa. Verificimos que o insucesso na execuc¢ao
dos processos de contagem conduziu ao insucesso no estabelecimento de uma
férmula/expressdo que represente o cardinal do conjunto de resultados, o que sugere a
necessidade de uma reformulagao das tarefas, de modo a apoiar os alunos na reinvengao
guiada das férmulas de um modo mais eficaz.

Palavras-chave: Aprendizagem das operacdes combinatdrias; Reinvencdo guiada;
Tarefas; Modelo de pensamento combinatério dos alunos.

Introducao e motivacao

A importancia do ensino-aprendizagem da Andlise Combinatéria (AC) estd bem
documentada na literatura em Educacdo Matematica. Mesmo em idades muito jovens,
as criancas apresentam um raciocinio combinatério sélido e sdo capazes de resolver
alguns problemas, desde que contextualizados e adequados ao seu estddio de



desenvolvimento (English, 2005). Mas, a medida que os alunos avancam na sua
escolaridade, a AC constitui um tema que a maioria considera dificil de aprender e os
professores dificil de ensinar (e.g., Batanero, Navarro-Pelayo, & Godino, 1997;
Eizenberg & Zaslavsky, 2004; English, 2005).

A resolu¢do de problemas de AC envolve a utilizacdo de algumas operagdes de
contagem: permutagdes, arranjos com € sem repeticdo, e combinacgdes. A cada uma
destas quatro operagdes, que serdo denominadas por operacoes combinatorias, estao
associadas formulas matemadticas.

Uma das principais heuristicas da corrente de Educacao Matematica Realista (EMR) é
a reinvengdo guiada, por parte dos alunos, dos diferentes conceitos matemdticos.
Estudos recentes sugerem que os alunos podem desenvolver um raciocinio coerente
acerca de conceitos matemadticos através da resolucdo de tarefas desenhadas para
potenciar a sua reinvencao (e.g., Lockwood, Swinyard, & Caughman, 2015).

Neste estudo, realizado no dmbito de uma experi€ncia de ensino com uma turma do
12.° ano, na disciplina de Matematica A, e integrado numa investigagao mais ampla em
curso, pretendemos analisar 0 modo como os alunos reinventaram as férmulas dos
arranjos sem repeticdo e das combinacdes. Em particular, procurdmos responder as
questdes seguintes:

1) De que modo os alunos reinventam as férmulas dos arranjos sem repeti¢cao?
2) De que modo os alunos reinventam as formulas das combinagoes?

Tarefas matematicas e Educacio Matematica Realista

J4 em 1986, Christiansen e Walther sustentavam que o ensino-aprendizagem da
matemadtica devia assentar na atividade dos alunos que, por sua vez, depende muito das
tarefas apresentadas pelo professor. Mais recentemente, Grevholm e seus colaboradores
defendem que “aquilo que os alunos aprendem € largamente definido pelas tarefas que
lhes sdo propostas” (Grevholm, Millman & Clarke, 2009, p. 1). Porém, uma boa tarefa
nao ¢ suficiente. O modo como € proposta e conduzida na sala de aula é determinante
na atividade que o aluno ird realizar e que poderd, ou ndo, contribuir para a sua
aprendizagem (Ponte, 2005).

Ponte (2005) identifica quatro tipos fundamentais de tarefas, de acordo com o seu grau
de estrutura e o seu grau de complexidade. Dessas tarefas, destacamos os problemas
(tarefas fechadas, com um grau de desafio elevado) pois foram as tarefas privilegiadas
no nosso estudo, como veremos mais a frente. A duracdo e o contexto sdo duas outras
dimensdes que Ponte considera na sua proposta de classificacdo de tarefas. Destas
dimensdes, demos particular importdncia ao contexto, visto como “o universo
conceptual associado a cada tarefa” (Ponte & Quaresma, 2012, p. 199).

A perspetiva da EMR assenta na premissa de que os alunos devem ter a oportunidade
de reinventar a matematica (Gravemeijer, 2008). Freudenthal (1973, 1991),
considerado o pai desta corrente de educacgdo, estabeleceu duras criticas a educacao
matematica tradicional, considerando que a matemética era apresentada como um
“ready-made product” (p. 115), onde os resultados do trabalho dos matematicos, que
foi desenvolvido ao longo de séculos, eram colocados como ponto de partida aos
alunos. O autor defendia o ideal da matematica como uma atividade humana.



As tarefas contextualizadas desempenham um papel central na EMR (e.g., Gravemeijer
& Doorman, 1999; Stephan, Underwood-Gregg, & Yackel, 2014) . O termo Educacdo
Matemdtica Realista esta relacionado com o verbo holandés zich realiseren que
significa imaginar (Van den Heuvel-Panhuizen, 2003). Apesar do termo “contexto” ser
geralmente associado a situacgdes reais do quotidiano, para Freudhental (1973, 1991) o
contexto de uma tarefa ndo se restringe apenas ao mundo real, mas abrange também
mundos ficticios e a matematica pura. Nao existem restri¢des aos contextos que podem
ser denominados reais, desde que sejam realizdveis e concebiveis, na mente dos alunos
(Shannon, 2007). Assim, dizemos que as tarefas sdo contextualizadas, quando sao
capazes de oferecer aos alunos situagdes sobre as quais eles podem fazer uma
representacao mental de algo que seja concreto ou abstrato.

Na EMR, os alunos devem ter a oportunidade de reinventar a matemadtica através da
matematizacdo quer de assuntos reais, quer de temas puramente matematicos
(Gravemeijer, 2004). Ao desempenharem um papel ativo no processo da reinven¢do da
matemadtica, perspetivam o conhecimento que adquirem como o seu proprio
conhecimento privado do qual s3o responsaveis (Gravemeijer, 2004). Neste sentido, os
recursos educacionais sdo construidos objetivando apoiar os alunos na reinvengao de
ideias e conceitos em curtos periodos de tempo, através da sequenciacao de tarefas, da
selecao de materiais e da orientagao do professor. As sequéncias de aprendizagem sao
construidas de modo a que os conhecimentos vao emergindo a medida que os alunos se
empenham na resolugdo das tarefas propostas (Stephan et al., 2014). Este é um dos
aspetos em que a abordagem da EMR se distingue, na medida em que a trajetéria de
aprendizagem se desenrola de tal modo que a matematica formal emerge da atividade
matematica dos alunos (Gravemeijer & Doorman, 1999).

Dificuldades de aprendizagem e orientacoes para o ensino da analise
combinatdria

Em Portugal o estudo da AC inclui-se no tema Probabilidades e Combinatoria, do
programa de Matemadtica A do 12.° ano de escolaridade em vigor aquando da realizacao
deste trabalho (ME, 2002). Apesar de surgir associado ao célculo de probabilidades, o
programa sublinha que “as técnicas de contagem (...) constituem uma aprendizagem
significativa por si s6...” (p. 1).

Uma das principais dificuldades sentidas pelos alunos na aprendizagem da AC prende-
se precisamente com a selecio da operacdo combinatéria adequada para resolver uma
tarefa. Ou seja, os alunos sentem dificuldades em distinguir claramente as tarefas cuja
resolucdo envolve a utilizacio de arranjos das que envolvem a utilizacdo de
combinacdes (e.g, Lockwood, 2011; Lockwood, Swinyard, & Caughman, 2014). A este
facto ndo serd alheia a maior complexidade das combinagdes em relacdo aos arranjos
(Fishbein & Gazit, 1988). Mas esta dificuldade sugere também que os alunos nao
compreendem a diferenca entre as duas operacdes nem atribuem significado as
respetivas formulas de célculo.

A férmula das combinacdes € mais complexa que a dos arranjos sem repeti¢ao, o que
parece interferir nas estratégias intuitivas informais de resolucio, tais como a utilizagcdo
de diagramas de drvore ou tabelas de dupla entrada (Eizenberg & Zaslavsky, 2004).
Assim, Eizenberg e Zaslavsky recomendam aos professores a criagao de cendrios que
encorajem uma resolucao colaborativa de problemas pelos alunos, onde seja promovido
o respeito mutuo e a interacdo entre pares. Os autores incentivam também o recurso ao



feedback, entre pares e fornecido pelo professor, aos trabalhos realizados. Estas
recomendacdes vao ao encontro das sugestdes metodoldgicas do programa em vigor
(ME, 2002), que incentiva a realizacdo de trabalhos de grupo, bem como a dinamizagao
de atividades que fomentem a comunicacao entre os alunos. O programa salienta ainda
a importancia da exposicdo e discussdo de diferentes raciocinios que conduzam a
diversos processos de resolugdo da mesma tarefa.

Um modelo do pensamento combinatério dos alunos

Lockwood (2013) considera que os investigadores devem compreender melhor os
modos de pensar que os alunos utilizam na resolu¢do de tarefas combinatérias. A autora
sublinha a necessidade de “identificar, tracar, descrever e explicar as conceptualizacdes
dos alunos na resolucdo de tarefas combinatdrias™ (p. 252). Objetivando representar
uma andlise conceptual das atividades dos alunos no que diz respeito a AC, Lockwood
criou e testou o Modelo do Pensamento Combinatorio dos Alunos (figura 1) onde sdo
estabelecidas relacdes entre trés componentes: formulas/expressdes, processos de
contagem e conjuntos de resultados.

Processos
de
Contagem

Formulas/

Expressoes

Conjuntos
de
Resultados

Figura 1. Modelo do Pensamento Combinatério dos Alunos (Lockwood, 2013, p. 253)

De modo a exemplificar e explicar cada um dos componentes deste modelo,
consideremos o problema combinatério seguinte: Sabendo que o Futebol Clube do
Porto, o Sport Lisboa e Benfica e o Sporting Clube de Portugal ocuparam as trés
primeiras posicoes no final do campeonato de futebol da primeira liga, de quantas
maneiras diferentes poderdo ter sido ocupados os trés primeiros lugares?

Sao consideradas formulas/expressoes as condigdes matemdticas que detém algum
valor numérico. Normalmente a resposta ao problema € uma férmula ou expressdo. No
exemplo acima, 3!e 3x 2 x1 sdo dois exemplos de férmulas/expressoes.

Os processos de contagem referem-se ao(s) processo(s) de enumeracao no(s)
qual(quais) os alunos se empenham a medida que resolvem o problema. No caso do
problema acima, um processo de contagem poderia ser a aplicagdo do principio
fundamental da contagem (PFC); outro poderia ser a constru¢ao de um diagrama de
arvore. A classificacdo de um procedimento como processo de contagem depende da
experiéncia do individuo. Um individuo pouco familiarizado com a AC recorre a um
diagrama de 4rvore, enquanto outro, mais experiente, poderd ndo sentir necessidade de



construir um diagrama, dado que ja recorre ao PFC como um instrumento que lhe
permite compreender e resolver problemas mais complexos.

O conjunto de resultados € o conjunto de elementos que podemos imaginar a serem
gerados ou enumerados através de um processo de contagem, ou seja, 0 conjunto cujo
cardinal representa a resposta ao problema. No exemplo apresentado, o conjunto de
resultados seria o conjunto de todas as sequéncias diferentes que € possivel constituir
com o nome das trés equipas.

Numa tarefa combinatdria, uma férmula/expressao pode ser o resultado de um processo
de contagem, na medida em que lhe pode ser atribuido um significado combinatério.
Inversamente pode ser conceptualizado um processo de contagem a partir de uma
féormula/expressdo. A relacdo entre os processos de contagem e o conjunto de resultados
€ considerada a mais flexivel, dado que apds a utilizacdo de um processo de contagem,
o aluno pode verificar que o resultado niao coincide com o cardinal do conjunto de
resultados pretendido e, portanto, reinicia o processo. De um outro modo, o processo
de contagem pode resultar numa férmula/expressao que permita determinar o cardinal
do conjunto de resultados inerente a tarefa em causa ou, inversamente, a descri¢do do
conjunto de resultados pode conduzir a um processo de contagem que permita deduzir
a férmula/expressio pretendida.!

Metodologia de investigacio

Este trabalho insere-se numa investigacdo mais ampla em curso, qualitativa e
interpretativa, com um design de experiéncia de ensino (Steffe & Thompson, 2000). O
objetivo desta experiéncia de ensino foi proporcionar aos alunos duma turma do 12°
ano, de Matematica A, numa escola do interior do distrito do Porto, oportunidades para
reinventarem o PFC e as formulas das quatro opera¢des combinatdrias bdsicas através
da resolucgdo de tarefas diversificadas, com énfase nos problemas.

A unidade de ensino em que se baseia este trabalho assenta nas orientagdes curriculares
e recomendacdes do programa de Matematica A (ME, 2002) indo ao encontro dos
objetivos gerais do tema Probabilidades e Combinatoria e dos objetivos especificos do
topico AC. O programa recomenda a utilizacdo de tarefas de natureza variada, em
particular a exploragcao de problemas em sala de aula. No caso da AC, a resolugao de
problemas ndo se restringe a aplicagcdo de procedimentos ou conceitos, mas serve como
alavanca para a aprendizagem de novas ideias. Neste sentido, privilegidmos os
problemas, na acecdo de Ponte (2005), como o tipo de tarefas centrais a uma
aprendizagem ativa e demos particular importancia ao contexto destas tarefas. Ao longo
de toda a experiéncia de ensino, os alunos dispunham da calculadora grafica, de
material de escrita e, em algumas tarefas, de tablets ou computadores com ligacdo a
internet. A professora da turma foi também a investigadora e a primeira autora deste
texto.

Os 31 participantes no estudo foram divididos em oito grupos constituidos por trés ou
quatro alunos. Para este trabalho seleciondmos dois grupos de alunos (Grupo I e Grupo
IT) que, pelos seus desempenhos distintos, representam o trabalho desenvolvido pelos
restantes alunos da turma. Um dos grupos reinventou corretamente as férmulas dos
arranjos sem repeticdo e das combinag¢des, enquanto 0 outro ndo teve sucesso na
reinvenc¢ao da segunda férmula.

A experiéncia de ensino realizada foi conduzida num ambiente de ensino-aprendizagem
exploratdrio, que se distingue do ensino direto pelos papéis desempenhados pelos



alunos e professores, pelas tarefas propostas e modo como sdo geridas, e pela
comunicacdo que € estabelecida dentro da sala de aula (e.g., Guerreiro, Tomds Ferreira,
Menezes, & Martinho, 2015; Henriques & Ponte, 2014). Enquanto no ensino direto o
processo estd centrado no professor que transmite a informacdo aos alunos, numa
abordagem exploratoria, o aluno assume um papel ativo na sua prépria aprendizagem.

As aulas, de cunho exploratério, desenrolaram-se de acordo com a estrutura
apresentada por Oliveira e colaboradores (2013). Na fase da introducdo, as tarefas
foram apresentadas pela professora, que explicou de forma breve o que se pretendia e
promoveu um ambiente que motivasse os alunos a trabalhar. Na fase de realizacdo, os
alunos trabalharam nas tarefas propostas, em grupos, e a professora monitorizou o seu
trabalho auténomo, procurando apreender as estratégias adotadas e as resolucdes por
eles conseguidas, e fornecendo feedback sempre que tal se mostrava necessdrio, sem
nunca lhes dar a resposta ou diminuir o nivel de exigéncia cognitiva da tarefa (Stein &
Smith, 2009). Com base nesta monitorizagdo, a professora selecionou, em regra, duas
resolucdes para serem apresentadas e discutidas com toda a turma. A escolha das
resolucdes para a fase de discussdo coletiva passou por incluir uma resolu¢do que ndao
estava correta e continha erros comuns a outras realizadas por outros grupos, e outra
resolucdo que estava correta e completa. A professora apoiou os alunos na sua
apresentacdo, colocando questdes que procuravam envolver toda a turma na validagao
das respostas e na correcdo construtiva dos aspetos menos conseguidos. A fase de
sistematizacdo das aprendizagens decorreu sempre apos a discussao coletiva. Nesta
ultima fase, e com a ajuda da professora, foram estabelecidas as férmulas pretendidas.

A totalidade da experiéncia de ensino decorreu em 12 aulas de 90 minutos cada. Neste
trabalho centramo-nos em quatro dessas aulas: uma para a reinvencao da férmula dos
arranjos sem repeticao, uma para a resolucao de tarefas onde eram aplicadas todas as
operacdes combinatdrias aprendidas até entdo (arranjos com e sem repeticdo e
permutagdes) e duas aulas para a reinvengao da férmula das combinagdes.

As tarefas Programa Erasmus (Anexo I) e Viagem de finalistas (Anexo 1) destinaram-
se a apoiar os alunos na reinvencdo das formulas dos arranjos sem repeti¢do e das
combinacdes, respetivamente. Foram desenhadas, pela professora, de modo que os
alunos partissem de um caso concreto para depois serem capazes de generalizar. Assim,
antes da tarefa Programa Erasmus, foi trabalhada uma tarefa onde era proposta a
transformacdo de um produto de fatores num quociente entre dois fatoriais (por

1
exemplo, 10X9x 8 :% ). Pretendiamos, deste modo, consolidar a manipulagcao

algébrica dos fatoriais que viesse a favorecer a reinvencao da formula dos arranjos sem
repeticao.

A tarefa Programa Erasmus foi trabalhada numa aula de 90 minutos. Os alunos foram
chamados a utilizar o PFC em situagdes cujo nimero de opcdes aumentava
gradualmente. Ao serem desafiados a utilizar os conhecimentos previamente adquiridos
de manipulagdo de fatoriais, era-lhes proposto o estabelecimento de uma relacao que
os conduzia a reinvencdo da férmula pretendida. Nos dois blocos de 90 minutos que se
seguiram ao trabalho em torno da tarefa Programa Erasmus, os alunos resolveram
véarias tarefas, mais ou menos diversificadas mas com énfase nos problemas e
exercicios, onde aplicavam as opera¢des combinatdrias aprendidas até entdo. Era nosso
objetivo que os alunos desenvolvessem certas destrezas de cdlculo e experi€ncia na
identificacdo e interpretacdo de situacdes que traduziam arranjos sem repeticao.



A tarefa Viagem de finalistas foi trabalhada num bloco de 90 minutos. Os alunos foram
chamados a notar que, por cada grupo de trés elementos, existem seis sequéncias
distintas. Esta sugestdo pretendia ajudé-los a perceber que, ao multiplicarem o nimero
de grupos de trés elementos (constituidos a partir de um universo de oito) por 3!

obtinham o nimero de arranjos sem repeti¢do: ' A,. Resolvida esta questdo num caso

particular, prop0s-se uma generalizacdo que permitisse a reinvengao da férmula das
combinacgoes.

Os dados recolhidos para este trabalho foram as producdes escritas e as gravagdes em
video do trabalho dos dois grupos selecionados nas tarefas acima descritas, nas quatro
aulas consideradas. Nas duas sec¢des seguintes, descrevemos como os alunos dos dois
grupos reinventaram cada uma das féormulas aqui consideradas, interpretando o seu
pensamento combinatdrio a luz do modelo de Lockwood (2013).

Reinventando a formula dos arranjos sem repeticao

Na resolu¢do da primeira alinea da tarefa Programa Erasmus (que pedia aos alunos que
determinassem de quantas maneiras diferentes poderiam selecionar trés cidades
diferentes, de entre oito disponiveis), os alunos comegaram por construir um diagrama
de arvore (figura 2), utilizaram o PFC e, recorrendo a conhecimentos prévios, chegaram
ao resultado pretendido apresentando-o também como o quociente entre dois fatoriais
(figura 3). De notar que, nesta alinea, ndo era pedido que a resposta fosse apresentada
nesta forma.

Figura 2. Diagrama de arvore construido pelo grupo I

Figura 3. Férmula/expressao encontrada pelo grupo I



Na alinea seguinte, era colocada exatamente a mesma questao que na primeira, mas em
que o numero de cidades disponiveis passou para 10 e 13. Aqui, os alunos ja nao
sentiram a necessidade da construcdo do diagrama de arvore, mas mantiveram o PFC.

Na dltima alinea da tarefa, os alunos reconheceram qual a relacdo entre as trés variaveis
envolvidas (n — nimero total de cidades disponiveis; p — nimero de alunos que
constituem cada grupo; K=n- p) e qual a sua utilidade na resolu¢do das alineas

anteriores, tal como se encontra representado na figura 4.

Figura 4. Explicac¢do do grupo I para a relac@o entre as varidveis n, p e k
n'

Porém, os alunos deste grupo nio formalizaram a expressao  para os arranjos

(n-p)!

sem repeticao.

O grupo II apresentou as respostas as duas primeiras alineas como o quociente entre
dois fatoriais (figura 5), ndo evidenciando necessidade de recorrer a estratégias de
contagem mais concretas como a construcao de um diagrama de arvore.

o) ,

Figura 5. Respostas do grupo II as alineas a) e b) da tarefa Programa Erasmus

No final da tarefa, os alunos do grupo II reinventaram corretamente a férmula dos
arranjos sem repeticao e apresentaram-na formalmente como na figura 6.



Figura 6. Férmula/expressdo encontrada pelo grupo Il para os arranjos sem repeticao.

A resolugdo do grupo I revela uma relagdo clara entre os processos de contagem e as
féormulas/expressdes. Mesmo sem apresentarem o diagrama na sua totalidade, estes
alunos sentiram a necessidade da constru¢do de um diagrama de arvore que lhes
permitiu a escrita de uma férmula que representava o cardinal do conjunto de
resultados. Este diagrama de drvore ndo esta completo, na medida em que sao utilizados
os numeros 7, 6 e 5 para representar as cidades disponiveis para a segunda, terceira e
quarta pessoas a escolher, respetivamente, mas isso nio invalida a adequabilidade do
recurso nem a sua utilidade para fazer as contagens necessarias.

O grupo Il estabeleceu diretamente uma férmula representativa do cardinal do conjunto
de resultados. Porém, quando questionados pela professora acerca da razdo pela qual

. . 8! . . .
apresentaram a férmula/expressao T para responderem a primeira alinea da tarefa, os

alunos referiram o seguinte: “Se o primeiro tem 8 cidades disponiveis, o segundo 7, o
terceiro 6 e o ultimo 5, o numero total de escolhas é 8 x T x 6 x 5. Como tinhamos visto

. 8! - , e
na aula anterior que 8 X 7TX6X 5 = L decidimos dar esta resposta.” Esta justificacio

tem claramente subjacente o PFC como processo de contagem utilizado.

Reinventando a férmula das combinacoes

Em toda a turma, apenas um dos grupos (grupo II) conseguiu reinventar a férmula das
combinagdes. Todos os restantes evidenciaram inclusivamente bastantes dificuldades
em progredir na tarefa Viagem de finalistas, o que, logo a partida, nos deu a indicacdo
de que ela precisaria ser reformulada.

Na fase da realizacdo, a professora constatou as dificuldades manifestadas pelo grupo
I na resolugdo da alinea f) (onde se pretendia o cdlculo do nimero de grupos distintos
de trés elementos que € possivel constituir, a partir de um universo de oito) da tarefa.
O diédlogo seguinte permitiu comegar a ultrapassar essas dificuldades



Aluno: Naio estamos a conseguir fazer esta pergunta.

Professora: Entdo e se eu quisesse saber de quantas maneiras diferentes se
podem escolher trés dos vossos professores para os trés
destinos da viagem?

Alunos do grupo I: A,

Professora: Suponhamos que os professores escolhidos sou eu, a
professora de Psicologia e a professora de Inglés. Quantas
vezes € que este grupo esta contabilizado na expressio 8A;?
S6 aparece uma vez?

Aluno: Nao... Porque a professora pode, por exemplo, ir para Londres
ou para Barcelona ou para o Algarve...

Professora: Entdo eu sozinha tenho essas trés hipoteses. E nos as trés? Eu
e as professoras de Psicologia e de Inglés?

Aluno: Abh... pois... ¢ 0 3! ndo ¢ professora? Vocés podem trocar...

Seguidamente elaboraram o diagrama representado na figura 7.

Figura 7. Diagrama construido pelo grupo I em resposta a alinea f) da tarefa Viagem
de finalistas

Em seguida apresentaram a resposta representada na figura 8.

Figura 8. Formula/expressao encontrada pelo grupo I

Ap6s a construgao do diagrama da figura 8, os alunos foram capazes de chegar ao valor
pretendido. A resolugdo ilustra, mais uma vez, a forte relacdo existente entre os
processos de contagem e as formulas/expressdes dado que, ao verificarem no diagrama
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construido que, nas 336 sequéncias distintas, cada grupo estava contabilizado por seis
vezes, os alunos do grupo I facilmente deduziram que o ndmero de grupos

corresponderia a % Apesar de terem sentido a necessidade de escrever “*A,”, ndo
escreveram 3!, mas sim o nimero 6, indicando-nos que o processo de contagem ndo
atingiu o grau de abstracdo necessdrio a generalizacdo, pois no diagrama desenhado
optaram por escrever que cada grupo seria repetido por “6” vezes e nao por “3!” vezes
(figura 8). Assim, e apesar de terem sido capazes de chegar a resposta correta neste caso
concreto, nao conseguiram generalizar e ndo formalizaram a expressao das

combinacgoes.

Contrariamente, o grupo II, na mesma alinea, comegou por escrever que Gx3!=*A,.

Esta expressdo sugere que esta relacdo representa um processo de contagem com um
grau de abstracdo substancialmente superior ao do grupo I pois, além de ndo ter sido
construido qualquer diagrama auxiliar, os arranjos ja sdo usados como processos de
contagem que conduzirdo a resposta pretendida. Na ultima alinea da tarefa, o grupo II
estabeleceu uma férmula para as combinacdes (figura 9).

Figura 9. Resposta do grupo II a tarefa Viagem de finalistas

Na fase de discussao coletiva da aula em que realizaram a tarefa Viagem de finalistas,
o grupo II foi selecionado para apresentar o seu trabalho ao resto da turma, explicando
como tinha resolvido a tarefa. Os alunos tracaram no quadro um esquema anélogo ao
representado na figura 10 para apoiar a sua explicacdo.
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e Carla Pintéus, Juliana Miranda, Sara Pacheco
« Carla Pintéus, Sara Pacheco, Juliana Miranda
e Juliana Miranda, Carla Pintéus, Sara Pacheco
* Juliana Miranda, Sara Pacheco, Carla Pintéus
hecc e Sara Pacheco, Carla Pintéus, Juliana Miranda

- e Sara Pacheco, Juliana Miranda, Carla Pintéus

¢ André Ramos, Olga Carvalho, Susana Peixoto
¢ André Ramos, Susana Peixoto, Olga Carvalho
¢ Olga Carvalho, André Ramos, Susana Peixoto
¢ Olga Carvalho, Susana Peixoto, André Ramos
e Susana Peixoto, André Ramos, Olga Carvalho
e Susana Peixoto, Olga Carvalho, André Ramos

Figura 10. Esquema construido pelo grupo II durante a discussao da tarefa Viagem de
finalistas

As resolucdes dos dois grupos demonstram o papel determinante que os processos de
contagem desempenham na resolu¢do de problemas combinatérios. O grupo I ndo
recorreu ao “3!” aquando da constru¢do do diagrama que lhe permitiu determinar o
numero pretendido. No diagrama construido por este grupo existiu o cuidado de colocar
explicitamente que cada grupo era contabilizado por seis vezes. Contrariamente, o
grupo II escreveu uma relacdo, sustentada num esquema que foi apresentado a turma,
mas que ndo foi desenhado aquando da resolu¢do no seio do grupo. Assim sendo, a
simbologia utilizada em cada processo de contagem foi transferida para as
férmulas/expressoes.

Por outro lado, ambas as resolugdes indicam a relagdo existente entre o conjunto de
resultados e os processos de contagem, pois sdo listados (ou imaginados) todos os
elementos do conjunto de resultados correspondente ao nimero de sequéncias distintas
que é possivel constituir com trés elementos de entre um universo de oito. E através da
descricao deste conjunto de resultados que € desenhado um processo de contagem que
conduz a férmula das combinagdes. Deste modo, ambas as resolucdes ilustram também
a sequencialidade de relagdes seguinte: conjunto de resultados (associado a férmula dos
arranjos sem repeti¢ao) = processos de contagem = férmulas/expressdes = conjunto
de resultados (combinacdes).

Conclusoes e implicacoes

A constru¢do (incompleta) do diagrama de 4rvore representado na figura 2, vai ao
encontro das ideias de Lockwood (2013), que refere que que os processos de contagem
consistem nos procedimentos que o aluno efetua ou imagina efetuar e aos quais associa
a férmula/expressdo que permite calcular o cardinal do conjunto de resultados. A
resposta do grupo II (figura 3) sugere que os alunos nao recorreram a qualquer processo
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de contagem e estabeleceram diretamente uma férmula representativa do cardinal do
conjunto de resultados. Esta resolu¢do podera ratificar a hipétese de Lockwood que
considerou ser possivel que, em determinadas tarefas, alguns alunos mais experientes
possam relacionar diretamente uma determinada férmula ou expressdo ao conjunto de
resultados, sem considerar explicitamente qualquer processo de contagem. Porém,
quando justificam a sua resolug¢do, fica claro que o PFC esta subjacente ao processo de
contagem utilizado, o que reflete a suspeita de Lockwood de que as
férmulas/expressoes se relacionam com o conjunto de resultados através dos processos
de contagem.

Lockwood e seus colaboradores (2014) sugerem que o PFC € um aspeto chave na
relagcdo entre os processos de contagem e o conjunto de resultados. Na reinvencdo da
féormula dos arranjos sem repeticdo, o PFC € claramente utilizado ndo s6 pelos dois
grupos selecionados, mas por todos os restantes grupos da turma participantes neste
estudo. Porém, na reinven¢do da férmula das combinagdes, os dados recolhidos
indicam que o PFC pode ndo ser o tnico aspeto a considerar na relagdo entre os
processos de contagem e o conjunto de resultados. As outras operacdes algébricas,
como a divisdo que, geralmente, ndo ¢é utilizada na resolucio de problemas
combinatdrios, parecem constituir-se como um ponto fundamental nesta relacdo. De
facto, os diagramas utilizados conduzem quase sempre a multiplicagao e, por ineréncia,
ao PFC. Isto facilita a reinvencao dos arranjos, que acabam por ser produtos. Contudo,
para se chegar a férmula das combinagdes, a multiplicagdao nao € suficiente, pelo que
os alunos ficam desprovidos de qualquer diagrama que os auxilie a chegar mais
diretamente a formula. Por conseguinte, consideramos que a utilizacao de processos de
contagem que conduzam a diversas operacdes algébricas, como sejam a adicdo e a
divisdao, poderd evitar a futura categorizacdo precoce dos problemas, por parte dos
alunos, em arranjos ou combinacdes. As dificuldades nessa distin¢gdo conduzem ao
insucesso na aprendizagem da AC (Lockwood & Caughman, 2016).

Do ponto de vista cognitivo, o grau de complexidade da férmula das combinagdes é
superior a dos arranjos sem repeticio (Eizenberg e Zaslavsky, 2004), o que
aparentemente interfere nas estratégias informais de resoluc¢do, tais como a utilizacao
de diagramas de arvore ou tabelas de dupla entrada. Ou seja, recorrendo ao modelo de
Lockwood (2013), os dados por nés recolhidos apontam para a existéncia de uma
quebra na relacdo entre os processos de contagem e as formulas/expressdes, o que
demonstra a importancia dos processos de enumeracao utilizados pelos alunos a medida
que resolvem o problema.

De acordo com Lockwood (2013), as férmulas/expressdes poderdo relacionar-se
diretamente com os conjuntos de resultados quando o individuo ja adquiriu alguma
experiéncia na resolucdo de problemas de AC. As respostas do grupo II a tarefa
Programa Erasmus indiciam que estamos perante um destes casos. Os alunos aplicam
processos de raciocinio por analogia, identificando conexdes entre problemas e
transferindo aprendizagens j4 efetuadas a novas situacdes (English, 2005).

Conjeturamos que o sucesso na resolucdo da tarefa Programa Erasmus se deve a dois
fatores. Por um lado, trata-se de uma aplica¢do direta do PFC (que, na altura da
realizacdo da tarefa, j4 era um processo de contagem familiar aos alunos). Por outro, é
de notar que, previamente a exploracdo da tarefa Programa Erasmus, foi trabalhada
uma tarefa de manipulacao algébrica dos fatoriais, o que terd dado aos alunos alguma
destreza de cdlculo e também algum olho algébrico que lhes permitiu expressar
produtos como quocientes entre fatoriais. Quanto a tarefa Viagem de finalistas, em que
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se pretendia a reinvencdo da férmula das combinacdes, consideramos importante
investigar se um trabalho prévio em torno da diversificacdo dos processos de contagem
que conduzam a diversas operacdes algébricas (multiplicagdo, divisdo, adicdo,
subtracdo) serd uma mais-valia no processo da reinvencdo da respetiva
férmula/expressao.

Os resultados deste trabalho sugerem a necessidade de reformular as tarefas utilizadas,
sobretudo da tarefa Viagem de finalistas. Antes de se propor a reinvencao das
combinacdes, consideramos importante comprometer os alunos na resolu¢do de
problemas combinatérios em que seja necessaria a utilizacdo de diagramas
diversificados que conduzam a férmulas onde as quatro operacdes algébricas sejam
aplicadas. Tais tarefas pretendem que, gradualmente, os diagramas sejam substituidos
pelas formulas/expressdes algébricas correspondentes.

Notas

! A seta que simboliza a relagfio entre o conjunto de resultados e as férmulas/expressdes
estd a tracejado porque os dados apontam para auséncia de uma relagcdo direta — s6 os
mais experientes relacionam alguns conjuntos de resultados com férmulas particulares
sem considerar qualquer processo de contagem.
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Anexo I

Programa Erasmus

O programa Erasmus foi estabelecido em 1987, e € um programa de apoio
interuniversitario de mobilidade de estudantes e docentes do Ensino Superior entre
Estados-membros da Unido Europeia e Estados associados, e que permite a alunos

que estudem noutro pais por um periodo de tempo entre 3 e 12 meses.

Suponham que todos os elementos do vosso grupo ja se encontram a frequentar o
ensino superior e que cada uma das cidades abaixo representadas possui uma
Unica vaga para o programa ERASMUS:

Figura 1

a) Cada elemento do seu grupo deve escolher uma destas cidades para o seu
programa ERASMUS. De quantas maneiras diferentes pode ser efetuada a sele¢éo?
b) Suponha que foram acrescentadas mais duas cidades ao grupo representado na
Figura 1. Nestas circunstancias, qual seria a resposta a alinea anterior? E se
tivessem sido acrescentadas mais cinco cidades?

. : n!
c) Escreva as respostas dadas nas duas alineas anteriores na forma F; nkeN,.

Existe alguma relacédo entre n e k? No contexto da situacéo descrita, o que
representa n?

d) Seja p e No numero de elementos do seu grupo. Existe alguma relagéo entre as

variaveis n, k e p?
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b)

0)

d)

e)

f)

g)

Anexo 11

Viagem de Finalistas

A viagem de finalistas € um momento aguardado pelos alunos do ensino secundario. No
12.° 1 os alunos dividiram-se e vao para trés destinos diferentes: Algarve, Barcelona e
Londres. Para que os pais os autorizem a fazer a viagem, cada grupo necessita de um
professor para o acompanhar.

Elabore uma lista de todos os professores que lecionam a sua turma.

De quantas maneiras diferentes € possivel distribuir trés professores que lecionam o 12.° 1
para acompanharem os alunos para os trés destinos?

Suponha que foram selecionados as Professoras Carla Pintéus, Sara Pacheco e Susana
Peixoto. Na Tabela 1 encontram-se ilustradas todas as possibilidades de distribuicdo das
trés professoras pelos trés destinos.

Barcelona Londres

Iarve

Carla Pintéus Sara Pacheco Susana Peixoto

Sara Pacheco Carla Pintéus  Susana Peixoto

Sara Pacheco Susana Peixoto  Carla Pintéus

Susana Peixoto  Carla Pintéus Sara Pacheco

Susana Peixoto  Sara Pacheco Carla Pintéus

Carla Pintéus  Susana Peixoto  Sara Pacheco

Tabela 1 Distribuicéo das trés professoras pelos trés destinos

Selecione outro grupo de trés professoras que lecionam o 12.° 1. De quantas maneiras
diferentes € possivel distribui-los pelos trés destinos?

Por cada grupo de trés professores selecionados, de quantas maneiras diferentes € possivel
distribui-los pelos trés destinos?

De quantas maneiras diferentes € possivel distribuir trés professores, de entre os que
lecionam 0 12.° 1, para os trés destinos?

Quantos grupos distintos de trés professores estdo representados na resposta dada na

alinea anterior?

Seja G o numero de grupos de k elementos que é possivel constituir a partir de um
universo de n elementos. Indique o significado de:
k!

n
Ak

Existe alguma relacéo entre G, k! e "A,?
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